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Egyenletes eloszlasti véletlenszam-generatorok

A multiplikativ linedris kongruencia médszere

Tekintsiik a természetes szimok halmazdn az m > 1 osztét, az a € {0,1,...,m — 1}
szorzétényezét, a ¢ € {0,1,..., m — 1} névekedményt, valamint az
X1 € {0,1,...,m— 1} kezddértékkel ellstott

Xip1 = (aXj + ¢) (modm), i > 2 (1)
rekurziv multiplikativ linedris kongruenciat!

Vegyiik észre, hogy az (1)-es rekurzié az m, a, c és X; paramétereknek barmely beallitasira
nem generdl ,,véletlenszer(i” szdmokat! Rossz paraméterezés esetén a generdlt sorozat
talsdgosan hamar periodikussd valhat, nyomon kdvethetd mintdt eredményezve. Példdul az
m =10, X; = 2 és az a = ¢ = 3 feltételek esetén a

2,9,0,3,2,9,0,3,2,9,0,3,2,...
periodikus szdmsorozatot kapjuk eredményiil.

Nyilvan az (1)-es rekurzié birmely valtozata periodikus szdmsorozatot generdl, célunk viszont
az, hogy a periodikusan ismétlédé minta hosszat minél nagyobbra nyujtsuk.

Az m szdmmal osztva Ssszesen m darab kiilonb6z6 maradékot kaphatunk, de — ahogy a fenti
példa is mutatja — nem megfeleld bedllitds esetén a létrehozott sorozat nem tartalmazza az
Osszes lehetséges maradékot.
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

® Ha c # 0, akkor az alabbi tétel [Hull, Dobell, 1962] segitségével elérhetjiik, hogy
az (1)-es rekurzid 3ltal felépitett egész szdmsorozat periédusa maximalis — azaz
m-mel megegyez6 — legyen.

Tétel (Maximalis periédus biztositasa, ha ¢ > 0)

Az (1)-es rekurzié dltal generdlt egész szamsorozat periédusa akkor és csakis akkor
egyezik meg az m osztd értékével, ha teljesiil az alabbi harom feltétel:

® a c # 0 névekmény és az m oszté relativ prim;
® a= 1(modp), ha p az m szdm primosztdja;

® a = 1(mod4), ha az m oszté négynek tébbszérése.

® A fenti tétel értelmében, ha az m oszté 2-nek hatvanya (ami természetes egy
binaris szdmrendszerre épiilé architektiira esetén), akkor a maximalis periédus
biztositdsdhoz elégséges, ha a ¢ névekmény pératlan és a = 1(mod 4).
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

Ertelmezés (Primitiv gyok modulo m)

Azm= pf‘ g pg‘ 2. pf" > 1 primtényez8s felbontdsti természetes szam esetén az olyan

g szamot nevezziik ,g primitiv gyok modulo m”-nek, amelyre a
g.8%...,g°m

hatvdnyok kiilénb6z6 maradékot adnak m-mel osztva, azaz a g rendje modulo m

pontosan ¢ (m), ahol
.
1
p(m)= mH (1— —)
i—1 Pi

az Euler-féle p-fiiggvényt jeloli.
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

® A ¢ =0 esetben a [Carmichael, 1910] cikkben kdzdlt és aldbb kijelentett tételt
alkalmazhatjuk a maximalis periédus biztositasara.

Tétel (Maximalis periédus biztositasa, ha ¢ = 0)

Ha az (1)-es képletbeli ¢ névekmény nulla, az X1 és m szamok relativ primek,
valamint a primitiv gyok modulo m, akkor a rekurzié altal generalt egész szamsorozat
periédusa maximalis és ez a maximum megegyezik a

1, m=2
2, m=22=4,
A(m) = 2072 m=2° e>3,
pel(p—1), m=p°, p>2
lkkt {X (p1) A (P32) 5 A(PF7)},  m=pltpy? ... pR"
szammal.

® Vegyiik észre, hogy a fenti tétel értelmében, ha m prim, akkor m — 1 periédusu
szdmsorozatot generdlhatunk az (1)-es rekurziéval!
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Példak
A tovédbbiakban az (1)-es rekurzié néhany olyan paraméterezését ismertetjiik, amelyek
dltal sziilt egyenletes eloszlasi szamgeneratorok ,,véletlenszeriiséget” ellendrzd, szigori
statisztikai teszteken is atmentek:
® URNGI generdtor: m =231 —1 (Mersenne-féle prim), a = 75, ¢c=0 migx >1
tetszblegesen rogzitett természetes szdm;
® URNG2 generdtor: m =231 —1, 3 =216 13 ¢ =0, mig x; = 2k + 1 alakd
tetszblegesen rogzitett természetes szam.
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

uencia médszere

% Description
% ———
% The function implements the linear congruentiall generator Xj q = (aX; +¢)modm, i > 2
%
%
% Input
%
% m the modulus? m > 0
% a the multiplier3 a€ {0,1,...,m—1}
% c the increment? ¢ € {0,1,...,m—1}
% initial_value an integer that represents the first element of the
% generated sequence (0 < intial_.value < m)
% n the size of the output sequence
%
%
% Output
% —
% X = [Xf]inzl an array of uniformly distributed integer random numbers®
% new_initial_value an integer that can be used as an initial value in case
% of consecutive random sequence generations
function [X, new.initial_value] = LinearCongruentialGenerator(m, a, c, initial_value , n)
X = zeros(1l, n);
X(1) = initial-value;
for i = 2:n
X(i) = mod(a #* X(i—1) + c, m);
end
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

31 new.initial.value = mod(a = X(n) + c, m);

congruence kongruencia; (combined) multiplicative linear ~ (6sszetett) multiplikativ linedris kongruencia

1
2modulus oszté
3multiplier szorzé
4

5

increment névekedmény
number szim; (pseudo)random ~ (/) véletlen szam; random ~ generator véletlenszam-generator
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Implementalads

Az URNGL egyenletes eloszlast véletlenszam-generator

2. Kédrészlet. Egyenletes eloszlasi egész véletlensza enerator

% Description

% By means of parameters m=231 — 1, 2=7% and ¢ =0, the function implements a specialized
% version of the linear congruential generator Xj 1 = (aX; +c¢)modm, i > 2

% Input

%

% initial_value — an integer that must be > 1 and < 231 _ 1 and which represents
% the first element of the output sequence

% n — the size of the output sequence

[/ —

% Output

% —

% X = [X;]7_y — a sequence of uniformly distributed integer random numbers
% new_initial_value — an integer that can be used as an initial value in

% case of consecutive random sequence generations

function [X, new.initial.value] = URNGI(initial-value , n)

m = 2"31=1;

a=7"5;

c=0;

[X, new.initial_value] = LinearCongruentialGenerator(m, a, c, initial_value, n);

Az URNGI egyenletes eloszlasu véletlenszam-generator 2. kédrészéletbeli implementdldsiahoz
hasonléan irjatok egy fliggvényt az URNG2 generatorra is! A hist parancsot haszndlva készitsetek
abszoliit gyakorisdgdiagramot (mdsképpen hisztogramot) az (j fiiggvény &ltal visszatéritett
sorozatokrdl is!
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A multiplikativ linedris kongruencia médszere

Megjegyzés

m = 231-1

O~
0 10’ 2-10”
1. dbra. X; = 2907 kezd8értékkel
inicializalt, URNG1 generatorral
elédllitott 10000 elemii, egyenletes
eloszldsut véletlen természetes
szamokat tartalmazé témb
hisztograma.

® \egyiik észre, hogy a

seed = 2907;
count = 10000;
[sequence, seed] = URNGIl(seed, count);

bin_count = 30;
[frequency , bins] = hist(sequence, bin_count);

bar(bins, frequency);

parancsokkal |étrehozott 1. dbran az egyes
részintervallumok abszollit gyakorisdga (azaz
az oszlopok magassiga) kdzel megegegyezd!

® Vizudlisan ez jelzi azt, hogy a generalt szdmok
egyenletes eloszldstiak (az egyes celldk
koriilbeliil ugyanannyiszor fordulnak el6, ha
elég nagy mintavételezést végziink).
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Adott intervallumon egyenletes eloszlast valés véletlen szdmok generaldsa

® Egy [a, 8] C R intervallumba esd egyenletes eloszlast véletlen valés szamokbdl 3116 sorozatot
egy alkalmas linedris transzformaciéval éllithatunk eld, ahogy azt a 3. kédrészlet is mutatja.

3. Kédrészlet. Adott intervallumon egyenletes eloszlasii valos véletlen szamok generalasa

% Description

% The function generates uniformly distributed real random numbers in the range [o, 8],
% where o < 8

% Input

%

% intial_value — an integer which is required by the uniform integer

% random number generator (0 < initial-value < m)

% generator_type — specifies the type of the used uniform integer radom

% number generator, that can be set as 'URNGl'/'URNG2' or 1/2
% [alpha, beta] — all elements of the output sequence Y will fall in this range
% n — the size of the output sequence

%

% —

% Output

% —

%Y =[Yi]l, — Y ~ U ([e, B])

% new.initial_value — an integer that can be used as an initial value in

% case of consecutive random sequence generations

function [Y, new.initial_.value] = URealRNG(
initial_value , generator_type, alpha, beta, n)

switch (generator_type)
case {'URNGL', 1}
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Adott intervallumon egyenletes eloszlast valés véletlen szdmok generaldsa

29 m= 2731 — 1;

30 [Y, new.initial_value] = URNGI(initial_value , n);

31 Y=Y ./ (m=1);

32

33 % handle another integer uniform random number generator
34

35 end

36

37 Y = alpha + Y .# (beta — alpha);

2. feladat

Fejezzétek be és teszteljétek is a 3. kédrészletbeli URealRNG fiiggvényt!
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Osszetett multiplikativ linedris kongruencidk médszere

® Az (1)-es rekurzié kiildnb6z8 bedllitasaibdl szarmazé multiplikativ linedris kongruencidkat
Otvozhetjiik is egyenletes eloszldst szamgeneradtorok kialakitdsara.

® Az idevagd elméleti hatteret mellézziik, viszont megemlitjiik, hogy Pierre L'Ecuyer az

Xi; = (40692 - X ;_1)(mod2147483399),

Xz_],' = (40014 - szifl) (mod 2147483563) s
i+ X )
U = i+
2147483563

Ssszetett multiplikativ linedris kongruencidkra épiild6 médszert ajdnlotta a (0, 1) intervallumon
egyenletes eloszldst valés szimok generdldsra [L'Ecuyer, 1986], ahol i > 2, illetve X; 1 és
X2,1 alkalmasan megvalasztott kezdéértékek.

® A (2)-es képletekbeli linedris kongruencidk periédusa rendre p; = 2147483398, illetve
p2 = 2147483562. Az Gsszetett szamgenerator p periddusat a p; és pp szdmok legkisebb
koz6s tobbszoroseként kaphatjuk meg, azaz

p= % — 2,305842648436451838 - 10'°,

ami tokéletesen megfelel a céljainknak.



Implementalds — |

L'Ecuyer U ((0, 1))-eloszldst szamgeneratora

4. Kédrészlet. L’Ecuyer egyenletes eloszlasi szamgeneratora

% Description

% The function generates continuous uniform pseudorandom numbers on the interval (0,1).
% Its implementation is based on the article [L'Ecuyer, 1986].

%

% —

% Usage and syntax

% —

% scalar = ULEcuyerRNG

% row.matrix = ULEcuyerRNG(column.count)

%  matrix = ULEcuyerRNG (row-count , column_count)
%

function result = ULEcuyerRNG(varargin)

% checking the possible input parameters

optional_input_argument_count = size(varargin ,2);
if (optional.input_.argument_count = 0)
row.count = 1;
column_count = 1;
else
if (optional.input_.argument_count = 1)
row.count = 1;

if (isscalar(varargin{1}))
column_count = round(varargin{1});
else
error ('Wrong_column_number!");
end
else
if (optional.input.argument_count = 2)
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L'Ecuyer U ((0, 1))-eloszlast szamgeneratora

if (isscalar(varargin{1}))
row.count = round (varargin {1});
else
error ('Wrong_row._number!"');
end

if (isscalar(varargin{2}))
column_count = round(varargin {2});
else
error ('Wrong—_column._number! ' );
end
else
error('Too.many_input_arguments!');
end
end
end

% Implementation of the combined multiplicative linear congruential generator [L'Ecuyer, 1986]
% for U ((0,1)) random sampling:
persistent seedl seed2

if (isempty (seedl))
seedl = 55555;
end

if (isempty(seed2))
seed2 = 99999;

end

persistent factor

if (isempty(factor))
factor = 1.0/2147483563.0;
end
result = zeros(row_count, column_count);
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for

end

i = l:row.count

for

end

j = 1:column_count

=~

= seedl / 53668;

seedl = 40014 * mod(seedl, 53668) — k = 12211;

if (seedl < 0)
seedl = seedl + 2147483563;
end
k = seed2 / 52774;
seed2 = 40692 # mod(seed2, 52774) — k # 3791;
if (seed2 < 0)
seed2 = seed2 + 2147483399;

end

z = (seedl — 2147483563) + seed2;

if (z< 1)

z =z + 2147483562;
end
result(i, j) = z % factor;
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L'Ecuyer U ((0, 1))-eloszlast szamgeneratora
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Megjegyzés

® Vegyiik észre a persistent kulcsszé haszndlatat! A persistent tipust valtozék a
globdlisakhoz hasonléan viselkednek (azaz értékeik permanens memdriateriileten
térolédnak el), azzal a kiildnbséggel, hogy csak a valtozdkat deklardlé fliiggvény
szdmara elérhetbek. Ezért értékiiket nem vialtoztathatjuk meg mas
fuggvényekben, vagy a MATLAB® parancssorabdl. Ezzel az apré kis triikkel
megszabadulhatunk az ULEcuyerRNG egyenletes eloszldsii szdmgenerator altal
vart kezddértékek folytonos megadasatdl, hiszen sorozatos fliggvényhivasok

esetén a mar mddosult kezdéértékek 1épnek életbe.

® A varargin, isscalar kulcsszavak alkalmazdsdval az ULEcuyerRNG fiiggvényt
egyarant hasznélhatjuk (0,1) intervallumon egyenletes eloszlsu skaldrok,
sormatrixok, illetve tetszéleges méretli matrixok generdlasara.
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Mersenne-twister szamgenerator

® Ha mégsem lennénk megelégedve a 4. kédrészletben ismertetett L'Ecuyer-féle egyenletes
eloszldst szdmgeneratorral, akkor helyette — a [Matsumoto, Nishimura, 1998] cikkre alapozva
— a Mersenne-twister szdmgeneratort ajdnlhatjuk, amely szintén 32-bites architektdirat
feltételez, és szdmos szigord, véletlenszeriiséget ellendrzd statisztikai (pl. Diehard-tipusid
[Marsaglia, 1985]) tesztet kiallt. A médszer a nevét a

21997 _ 1 — 4,3154247973881626480552355163379 - 10°°""
kolosszalis nagysagt periédusdt meghatarozé Mersenne-féle primszamrdl kapta.

® Mejegyezziik, hogy a lent kédolt médszer a TestUO1-tipust [L'Ecuyer, Simard, 2007]
véletlenszeriiséget teszteld statisztikdk zome alapjan is kivalé egyenletes eloszlasu
szamgenerdtornak bizonyult.

® Ha az 5. kdédrészletbeli implementdcié nem is teljesen optimalis, tanitépédanak mindenképpen
alkalmas, mert hiien koveti az . Az algoritmus helyességének és
komplexitdsanak tanulmanyozdsa nem tartozik a jelen kézirat célkitiizései kozé.

® Az 5. kédrészletbeli UMersenneTwisterRNG fiiggényt egyarant haszndlhatjuk (0, 1)
intervallumon egyenletes eloszlasu skaldrok, sormatrixok, illetve tetszéleges méretli matrixok
generalasdra.


http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_twister#Pseudocode
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Mersenne-twister U ((0, 1))-eloszlasti szamgenerator

Kédrészlet. 32-bites Mersenne-twister egyenletes eloszlasu szam

% Description

% The function generates continuous uniform pseudorandom numbers on the interval (0,1).
% Its implementation is based on the article [Matsumoto, Nishimura, 1998].

%

% —

% Usage and syntax

% —

% scalar = UMersenneTwisterRNG

%  row-matrix = UMersenneTwisterRNG (column_count)

%  matrix = UMersenneTwisterRNG (row.count, column_count)
%

function result = UMersenneTwisterRNG(varargin)

persistent MT
persistent index

% initialize the generator from a seed
function initialize_generator (seed)

index = 0;

MT = zeros (1, 624);
MT(1) = uint64 (seed);

for k = 1:623
MT(k+1) = bitand (...
uint64 (1812433253 » bitxor (MT(k), bitshift (MT(k), —30)) + k),
4294967295);
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end

% generate an array of 624 untempered numbers
function generate_numbers()
for k 0:623
bitand (MT(k + 1), 2147483648) + ...
bitand (2147483647, MT( mod(k + 1, 624) + 1));

MT(k + 1) = bitxor (MT(mod(k + 397, 624) + 1), bitshift(uint32(y), —1));

if (mod(y, 2) "= 0)
MT(k + 1) = bitxor (MT(k + 1), 2567483615);
end
end

end
% extract a tempered pseudorandom number based on the index—th value,
% calling generate_numbers() every 624 numbers

function y = extract-number ()

if (index = 0)
generate_numbers ();

end

y = MT(index + 1);

y = bitxor(y, bitshift(y, —11));

y = bitxor(y, bitand(bitshift(y, 7), 2636928640));
y = bitxor(y, bitand(bitshift(y, 15), 4022730752));
y = bitxor(y, bitshift(y, —18));

index = mod(index + 1, 624);

end
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% checking the possible input parameters
optional.input_argument_count = size (varargin ,2);

if (optional.input_argument_count = 0)
row._count = 1;
column_.count = 1;
else
if (optional.input.argument_count = 1)
row.count = 1;
if (isscalar(varargin{1}))
column_count = round (varargin{1});
else
error ('Wrong_column_number!');
end
else
if (optional_input_argument_count =— 2)
if (isscalar(varargin{1}))
row_count = round(varargin{1});
else
error ('Wrong_row._number!’);
end

if (isscalar(varargin{2}))
column_count = round(varargin{2});
else
error ('Wrong_column._number!");
end
else
error ('Too-many_input_arguments!’');
end
end
end

% we use a default initial value that is equal to the prime number 6199
if (isempty (MT) && isempty (index))
initialize_.generator (6199);
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end

% allocate memory for the output sequence of uniform
result = zeros(row.count, column_count);

% generate random uniform integers and normalize them
for i = l:row_count
for j = l:column_count
result(i, j) = extract.number() / 4294967295;
end
end

end



® Nemlinedris transzformacidkra épiilé és nemegyenletes eloszldst valésziniiségi valtozdkat
mintavételezd algoritmusok erésen fiiggnek az altaluk alkalmazott egyenletes eloszldsi
szamgeneratortdl is. Olyan egyenletes eloszldsi valdsziniiségi valtozdkat kell generdlnunk,
amelyek transzformdldsa sordn kapott valdszinliségi véltozék is kell6képpen lefedik az
eseményteret ligy, hogy semmilyen szabdlyossagot, ismétlddést, vagy mintat nem észleliink az
igy nyert mintavételezésben.

X, . X,

(a) (b)

2. abra. Mindkét sbran a Box-Muller-transzformacié alkalmazasa sorn nyert 2000 darab, komponensekben fiiggetlen és standard
normalis eloszl4sii valésziniiségi vektort léthatunk. Az (a) esetben a v; = 97v;_1 (mod 217 ), vy =1 (i > 2) multiplikativ linesris

kongruencia altal sziilt természetes szamok normalizalt értékeire, a (b) esetben pedig a 4. kédrészletben implementélt L'Ecuyer-féle
véletlen

Osszetett multiplikativ linedris kongruencidkra épiilé szimgenerator altal imé t (0, 1) intervallumbeli, egyenletes
asti szd stor nem

szamokra alkalmaztuk a transzforméciét. Lathatd, hogy az (a) esethez tartozé egyenlet:
Véletlenszer(i folyamatok modellezésére.



Tovabbi kitlizott feladatok

Leadasi hataridé: 2022. oktéber 17-21. (a megfeleld laborérikon)

Elfogadasi feltételek

® Az aldbbi feladatokat egyrészt elméleti Gton, masrészt valamilyen programozasi nyelvben,
vagy matematikai szoftvercsomagban irt — a teljes eseményteret meghatarozé elemek
nagyszamu mintavételezésén alapuldé — szimulacidval is kotelezé megoldani!

® Nyilvdn a szimuldcién alapulé megoldasok csak kozeliteni fogjdk az elméleti dton
meghatdrozott valdsziniiségi értékeket.

® Ahol csak lehetséges, abrazoljatok grafikusan a vizsgdlt eseményhez tartozé teljes
eseményteret, illetve a kedvez6 elemi események halmazat! Ugyanakkor animéljatok is a
szimulacié egyes |épéseihez tartozd jelenségeket, valamint a kozelitett szamértékeket! Ha egy
feladat tobb paramétertdl is fiigg, akkor ezeket soroljatok fel a szimuldciét meghivé
fliggvények paraméterlistajaban!

® A feladatokat személyesen kell bemutatni a megfelelé gyakorlati 6ran! Ha az ellendrzés soran
kideriil, hogy egy adott feladat nincs megoldva, vagy annak megolddsa hibas, vagy
esetlegesen masolt, akkor az adott feladat tovabbra is hazi feladat marad, tovabba egy djabb
feladatot is meg kell oldani a mulasztds torlesztéséért.



Tovabbi kitlizott feladatok

Leadasi hataridé: 2022. oktéber 17-21. (a megfeleld laborérikon)

3. feladat

Rajzoljuk fel az A(—5,0) ponton athaladé Fi(—3,0) és F»(3,0) fékuszpontokkal
rendelkezd ellipszist, majd vegyiik fel a B(5,0), C(0,—3), D(0,3) és E(3,3)
pontokat, végiil az ellipszis belsejében rajzoljuk fel az F; és F» kézéppontu, valamint
AF; és BF, sugart koroket. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy az ellipszis
belsejében véletlenszeriien felvett egyenletes eloszlasi pont:

a) az elsd szogfelezd alatt és a BCF1 E négyszdg belsejében helyezkedik el?

b) valamelyik kdr belsejében, de a CF1 DF, négyszdgdn kiviil helyezkedik el?

4. feladat

Albert egy fiékban vegyesen tdrolja az 6sszesen 30 darab irészerét, melyek koziil 10
zsirkréta, 9 szines ceruza, mig a maradék filctoll. Tudva, hogy ma reggel Albert a
fiékbdl tizenhat véletlenszeriien kivalasztott irészert tett be a taskajaba, mekkora
annak a valdszinlisége, hogy Albert:

a) pontosan &t zsirkrétat és legfeljebb hét filctollat vitt magaval az iskoldba?

b) legalabb hdrom, de kevesebb, mint hat szines ceruzit vitt magaval az iskoldba?
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