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Eseményalgebra, eseménymezs és valdsziniliségi mez6 fogalma

Elemi események és azok tere

Elemi események és azok tere

® Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

® Az elemi események egyiittesen az Q elemi események terét hatarozzik
meg. Ezért az adott kisérlethez tartozé barmely eseményt felfoghatjuk
Ugy, mint az elemi események Q terének olyan részhalmazat, amelyet a
kérdéses eseményt el6idéz6 elemi események alkotnak. Amennyiben az
adott kisérlet lehetséges eredményei legfeljebb megszamlalhatéak az
eseményteret Q = {w;},., rendszerként is jelolhetjiik, ahol / legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen indexhalmaz, w; pedig az adott kisérlet egy
lehetséges kimenetelének felel meg.

® Az Q tér &sszes részhalmazdnak halmazat P (Q2)-val jeldljiik.



Eseményalgebra és eseménymez6 fogalma

Eseményalgebra

Eseményalgebra

° A (73 (Q),u,n, 0,9) struktira Boole-algebrat alkot, azaz barmely
A, B, C € P () esemény esetén teljesiilnek az aldbbi axiémak:
@ asszociativitas:
AU(BUC)=(AuB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC;

@® kommutativitas:
AUB=BUA, AnNB=BnNA;

© elnyelési tulajdonsag:
AU(ANB)=A, AN(AUB) =A;
O disztributivitas:
AU(BNC)=(AuB)N(AUC), AnN(BUC)=(ANnB)U(ANC);
©® komplementer képzés:

AUA=Q, ANA=0.

® Amennyiben az Q eseménytér véges (végtelen), a
(P@).u,n,",0,9)

eseményalgebrat végesnek (végtelennek) nevezziik.



Eseményalgebra, eseménymezs és valdsziniliségi mez6 fogalma

Algebra, o-algebra, eseménymezé

Algebra

Az A C P (£2) nem lires halmazt algebranak nevezziik, ha teljesiilnek az

AcA = AcA,
ABeA = AUBeceA
feltételek.

o-algebra

Az A C P () nem iires halmazt o-algebrdnak nevezziik, ha teljesiilnek az

AcA = AcA,
AieAjed = UeAcA

feltételek, ahol J egy megszdmlalhatéan végtelen indexhalmaz.

Véges és végtelen eseménymezo

Ha az A C P () halmaz alegbrat (o-algebrat) alkot, akkor az (£2,.4) parost véges
(végtelen) eseménymez8nek nevezziik.



Eseményalgebra, eseménymezs és valdsziniliségi mez6 fogalma

Valészinliség axiomatikus értelmezése. Valdszintiségi mezd

Valésziniliség axiomatikus értelmezése

Az (£, A) eseménymezén értelmezett P : A — [0, 1] leképezést valdsziniiségi
fliggvénynek (roviden valdsziniiségnek) nevezziik, ha teljesiti az aldbbi axiémakat:

@ birmely A € A esemény esetén P (A) > 0;
e P()=1,
© birmely J legfeljebb megszdmlalhaté indexhalmaz és barmely {Af}jEJ paronként
kolcsonosen kizdrd eseményekbdl allé rendszer esetén teljesiil a
P (UiesAj) = P(
Jj€J

Osszefliggés.

Valészintiségi mezo

A P: A — [0, 1] valdsziniiségi fliggvénnyel felruhdzott véges (végtelen) (£2,.A)
eseménymez6t véges (végtelen) valdszinliségi mez8nek nevezziik és az (2, A, P)
harmassal jeloljiik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

® A tovabbiakban olyan kisérleteket tanulmanyozunk, amelyek elemi eseményeit
(lehetséges kimeneteleit) szamszeriien jellemezhetjiik.

Példak
® Szabdalyos dobdkockdval jatszva példdul az elemi események az 1,2,3,4,5,6
szamoknak felelnek meg.

® Ha céltablara loviink, a lehetséges becsapéddsi pontok olyan elemi eseményeket
reprezentdlnak, amelyeket szintén szamokkal irhatunk le: az egyes taldlatokat
értékelhetjiik aszerint, hogy a becsapédasi pont a céltabla kozepén levd kis korbe,
vagy rendre a kortiilotte levd egyes korgytiriikbe, illetve a legkiilsé koron kiviil esik.

® Tovdbba, ha egy bizonyos terméket valamely automatizalt gép sorozatban gyart,
a termék szabvany szerint el8irt mérete az el8irt tiiréshatarok kozott (azaz egy
adott intervallumban) tetszélegesen valtozhat, ezért egy tobbtételes gyartdsi
folyamatot kisérletnek foghatunk fel, amely lehetséges eredményeit szdmszeriien
jellemezhetiink a gydrtasi folyamat soran létrejott termékek méretével.

o Altaldban elmondhatjuk tehat, hogy lehetdségiink van barmely véletlen kisérlet
elemi eseményeihez bizonyos szamértékeket rendelni, azaz barmely véletlen
kisérlet eseményterén értelmezhetiink egy vagy tobb valds fliggvényt. Az igy
értelmezett fiiggvények értékei az Sket meghatdrozd elemi eseményeken keresztiil
a véletlentdl fiiggnek, ezért ezeket a fiiggvényeket valdszinliségi valtozdknak is
nevezziik. Pontos értelmezésiikh6z viszont sziikséglink van az el6z6 oldalakon
ismertetett eseményalgebra, eseménymezd és valdsziniiség-szamitas alapvetd
fogalmaira.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Valésziniiségi valtozé

Az (Q, A) eseménymezdn értelmezett X : Q — R leképezést valdsziniiségi
vdltozénak nevezziik, ha Vx € R esetén teljesiil az

X'x)={weQ: X(w)=x}eA

tulajdonsag.

Valészintiségi vektor

Az (Q,.A) eseménymezdn értelmezett
X(X17X2,...,Xn) Q- R"

leképezést valdsziniiségi vektornak nevezziik, ha V (xi, X2, ..., xn) € R" esetén
teljesil az
-1
X (X1,X2,...,Xn)€./4

tulajdonsag. Az n természetes szamot pedig a valdszinliségi vektor
dimenzidjanak nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Eloszlasfliggvény

Valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

Tekintsiik az (£2, A, P) valdsziniiségi mezén értelmezett X : Q — R valésziniiségi
valtozét! Ekkor az
Fx:R >R, )
Fx (x) = P (X < x) (

leképezést az X valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Valészintiségi vektor egyiittes eloszlasfiiggvénye
Ha

X(Xl,XQ,...,Xn) Q- R
az (2, A, P) valészinliségi mezdn értelmezett valésziniiségi vektor, akkor az
Fx :R" 5 R, @
Fx (x1,%0,...,xn) = P (X1 < x1,X2 < x2,...,Xn < Xpn)

tobbvaltozds leképezést az X valdszinliségi vektor egyiittes eloszlasfiiggvényének
nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Diszkrét valdsziniiségi valtozdk és vektorok

Diszkrét valészinliségi valtozé

Az (9, A) eseménymezén értelmezett olyan X valdsziniiségi valtozét, amely legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen értéket vesz fel, diszkrét valdsziniiségi valtozonak
neveziink.

Diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa és relativ gyakorisag

fliggvénye

Az (£, A, P) valésziniiségi mezdn értelmezett X diszkrét valdsziniiségi véltozé

eloszldasdn az
X ( X ) (3)
i iel

® | vagy véges, vagy megszdmlilhatéan végtelen indexhalmaz (utébbi esetben
| 2 N);

® az {x;};c, halmaz az X valésziniiségi viltozé értékkészletének felel meg;

tablazatot értjiik, ahol:

® a p; = P(X = x;) val6sziniiség az x; érték relativ gyakorisagat (megjelenési
valészinliségét) jeldli és az
fx:{xi:iel}—>{p:i€l}, 4)
fx (xi) = pi

leképezést az X valtozd relativ gyakorisag fiiggvényének nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Diszkrét valdsziniiségi valtozdk és vektorok

Diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

A (3)-as diszkrét valésziniiségi valtozéhoz tarsitott
Fx(x) = P(X < x) €[0,1], x € {xi};,

leképezést eloszlasfiiggvénynek, vagy relativ kumulativ (&sszegzett) gyakorisdg
fliggvénynek nevezziik.

Kovetkezmény

Figyelembe véve, hogy a (3)-as diszkrét valdsziniiségi valtozd esetén az
{(X=x)}ie

események egy teljes eseményrendszert hatdroznak meg — azaz az (X = x;) események
(i € I) paronként kizardak és egyesitésiik a biztos eseményt eredményezi —,
kovetkezik, hogy

Fx(xi) = P(X <x) =P (Uey (X=2)) =D P(X=x)=> f(x),
Jjedi Jjedi
ahol
Ji={jel:x<x}.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Diszkrét valdsziniiségi valtozdk és vektorok

Kovetkezmény — folytatas
Amennyiben az {x,-},-e, halmaz elemei novekvden rendezettek is, az eloszlasfiiggvényre
az
Fx(x)= > P(X=x)= > f(x)
JEl: j<i Jel:j<i
egyszerlibb kifejezést kapjuk. A tovabbiakban barmely diszkrét valdsziniiségi véltozé
értékkészletét novekvéen rendezettnek tekintjiik.

Megjegyzés

A MATLAB® szimos beépitett diszkrét eloszlasfiiggvénnyel rendelkezik, viszont ezek
implementidcidja az

Fx(x) = P(X <x), x € {xi}ic
képletre épiil: azaz a < 6sszehasonlité miiveletet a < logikai operdtorra cserélték le.
Mivel az a célunk, hogy a sajat fliggvényeink &ltal adott eredményeket
osszehasonlithassuk a beépitett fliggvények dltal generdltakkal, a sajat diszkrét
eloszlasfiiggvényeink implementacidja sordn az utébbi értelmezést hasznaljuk majd mi
is.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Diszkrét valdsziniiségi valtozdk és vektorok

Diszkrét valdszinliségi vektorok egyiittes relativ gyakorisag

fuggvénye

x,-( X0 ) L i=1,2,...,n,n>1
Piji / jiey;

diszkrét valdsziniiségi valtozokbdl képezett n-dimenziés X (X1, Xz, ..., Xn)
valdszinliségi vektorhoz tarsitott

{ fx {Xl,h}jlejl % {X2,J'2}j2€J2 2 000 28 {X"Jn}j,,ej,, — R,
fx (€,82,...,&n) = P(X1 =&, X2 = &,..., Xn = &n)

leképezést az X vektor egyiittes relativ gyakorisag fiiggvényének nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Folytonos valészinliségi valtozék és vektorok

Folytonos valésziniiségi valtozé

Tekintsiik az (£2, A, P) valésziniiségi mezén értelmezett Fx : R — R eloszldsfiiggvényil
X : Q — R valésziniiségi valtozét! Azt mondjuk, hogy az X valésziniiségi valtozé
folytonos, ha az Fx eloszlasfiiggvény abszolit folytonos, azaz ha létezik egy olyan

fx : R — R valés fiiggvény, amelyre fenndll az

A= [ e )

egyenléség minden x € R valés szamra.

Folytonos valdsziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye

Ha az X valdsziniiségi valtozé folytonos, akkor az el6z6 értelmezésbeli fx leképezést
az X valésziniiségi valtozé siirliségfiiggvényének nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Folytonos valészintiségi valtozék és vektorok

Folytonos valésziniiségi valtozoé striiségfiiggvényének tulajdonsagai

Adott fx siirliségfliggvényli és Fx eloszlasfiiggvényii folytonos X valésziniiségi
valtozdra teljesiilnek az aldbbi kijelentések:

d
® minden x € R valds szdmra fennill a d—FX (x) = fx (x) azonossig;
X
® barmely x € R értékre teljesiil az fx (x) > 0 egyenlétlenség;
© érvényes az / fx (t) dt = 1 Osszefliggés;
R

@ minden x € R esetén P (X = x) = 0, mésrészt tetszbleges a < b valds szamokra
pedig igaz a

Pla<X<b)=P

egyenldséglanc.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Folytonos valészintiségi valtozék és vektorok

Folytonos valdsziniiségi vektorok

Tekintsiik az (R, A, P) valésziniiségi mezén értelmezett Fx : R” — R egyiittes
eloszlasfuggvényli X (X1, X2, ..., Xn) : Q — R" valésziniiségi vektort! Azt mondjuk,
hogy az X valdsziniiségi vektor folytonos, ha az egyiittes eloszlasfiiggvénye abszolit
folytonos, vagyis ha létezik olyan fx : R” — R tobbvaltozds valds értékii fliggvény,
amely teljesiti az

X1 X D
Fx (X17X27~~~:Xn):/ / / fx (t1, t2, ..., ta)dtrdta ... dty, ~ (6)
—oo J—o0 —o0

egyenléséget minden (xi,x2,...,xn) € R" pontra. Ugyanekkor az fx leképezést az X
vektor egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.



Valészinliségi valtozok és vektorok

Folytonos valészintiségi valtozék és vektorok

o

Egyiittes suriségfiiggvény tulajdonsagai

Adott fx egylittes siirliségfiiggvényli és Fx egylittes eloszlasfiiggvényii

X (X1, X2, ..., Xn) valésziniiségi vektorra teljesiilnek az aldbbi kijelentések:
@ minden (x1,x2,...,%,) € R" pontra fennall a
an
—————— Fx (x1,x2,...,%xn) = fx (x1, X2, ..., X
B0 Ox X (X1, %2, -+« xn) = fx (X1, %2, .-+, Xn)
Osszefiiggés;
® barmely (x1,x2,...,xn) € R" pontra teljesiil az
fx (X1,%2,...,%n) >0

egyenldtlenség;

© érvényes az

//.../fX(tl,t2,...,tn)dt1dt2...dt,,E1
R JR R

azonossag;



Valészinliségi valtozok és vektorok

Folytonos valészintiségi valtozék és vektorok

o

Egyiittes siiriiségfiiggvény tulajdonsagai — folytatas

O tetszéleges T C R” tartomdnyra az (X = (X1, X2,...,Xn) € T) esemény
valdszinliségét a

P(X € T)://..,/fx(tl,tz,...,tn)dtldtz...dtn
T

képlettel hatdrozhatjuk meg;

@ az X; komponens (valdszinliségi valtozé) perem-siirliségfiiggvényét az

fX,. (t)://.../fX(t17t2,...,t,'_17t,t,‘+1,tn)dt1dt2...dt,'_1dt,'+1...dt,,,
R JR R
—_—
n—1

teR

alakban irhatjuk minden /i = 1,2,..., n index esetén.



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Diszkrét egyenletes eloszlas

Diszkrét egyenletes eloszlas

Az n > 1 természetes szam altal meghatarozott

1 2 n
X(; 1 ;)
n n n

véges diszkrét valdszinliségi valtozét n-edrendii egyenletes eloszldsiinak nevezziik és az
U (n) kifejezéssel jeldljiik.

1. dbra. A dobdkocka oldalait jellemzé diszkrét egyenletes eloszlasii valdsziniiségi valtozd relativ
gyakorisag és eloszlasfliggvénye



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Bernoulli-eloszlds

Bernoulli-eloszlas

A p € (0,1) valésziniiséggel leirt
0 1
X
( 1-p »p )

valészinliségi valtozdvalt p-paraméterii Bernoulli-eloszldsinak nevezziik és a Bern (p)
médon jeloljik.

® Ez a legegyszer(ibb diszkrét valdszinliség-eloszlas, amelyet dontési alternativaként
hasznalhatunk egy adott esemény bekdvetkezésére, vagy meghildsulaséra.



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Binomialis eloszlas

Binomialis eloszlas

Az n > 1 természetes szdmtdl és p € (0, 1) valdsziniiségtd| fliggd

k

(owa o)

valésziniiségi valtozét (n, p)-paraméterezésii binomislis eloszldsiinak nevezziik és
Bino (n, p) médon jeldljik.

2. abra. Bino(8, %)—eloszlésﬁ valdszinliségi véltozé relativ gyakorisdg és eloszlasfiiggvénye



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Hipergeometrikus eloszlas

Hipergeometrikus eloszlas

AzN>1,0<M<N,O0<n< N természetes szamokkal értelmezett
k
M\ (N—M
x [ GGk
()
n max{0,n—N+M} <k<min{n,M}

diszkrét valdsziniiségi valtozét (N, M, n)-paraméterezésii hipergeometrikus
eloszldstinak nevezziik és H (N, M, n) médon jeldljiik.

10 11 12 13 k

~
o

3. abra. H (20, 13, 14)-eloszldsti valdsziniiségi valtozé relativ gyakorisdg és eloszlasfiiggvénye



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Geometriai eloszlas

Geometriai eloszlas

A p € (0,1) valészinliség altal meghatdrozott

x ( (1 —pk)HP >k21

megszamlalhatéan végtelen diszkrét valdszinliségi valtozét p-paraméterii geometriai
eloszldsiinak nevezziik és a Geo (p) kifejezéssel jeldljiik.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k

4. abra. Geo (3} )-eloszlasi valésziniiségi véltozé relativ gyakorisdg és eloszlsfiiggvénye



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Pascal-féle vagy negativ binomialis eloszlas

Pascal-féle vagy negativ binomialis eloszlas

Az n > 1 természetes szimmal és a p € (0,1) valdsziniiséggel leirt

n+ k
X n+k—1
( p )" (1= p)*
k>0
megszamldlhatéan végtelen valdszinliségi valtozot n-edrendii p-paraméterii Pascal-féle

vagy negativ binomidlis eloszldsinak nevezziik és a Pascal(n, p) szimbdlummal
jeloljiik.

o~

0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 k

5. abra. Pascal (3, % -eloszlasi valdsziniiségi valtozé relativ gyakorisdg és eloszlasfiiggvénye



Nevezetes diszkrét valdszinliségi valtozok

Poisson-eloszlas

Poisson-eloszlas

A X > 0 éllandé segitségével megszerkesztett
k
X MK
k! k>0
diszkrét valdsziniliségi valtozét \-paraméterii Poisson-eloszlastinak nevezziik és
‘Poisson (\) alakban hivatkozunk ra.

6. abra. Poisson (5)-eloszlasi valésziniiségi véltozé relativ gyakorisdg és eloszlasfiiggvénye



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Egyenletes eloszlas

Folytonos egyenletes eloszlas

Az [a, b] intervallumon (a < b) értelmezett,

7 € 7b7
= *€l=4

0, x ¢ [a,b]

siirliségfliggvényii folytonos valdsziniiségi valtozét egyenletes eloszlasiinak nevezziik és
az U ([a, b]) kifejezéssel jeldljiik.

fu(la, o) (X) =



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

A X > 0 valés szamtdl fiiggd

g >0,
e (= { 270 228 ™

slirliségfiiggvényii folytonos valdsziniiségi valtézét A\-paraméterii exponencialis
eloszldsinak nevezziik és az Exp (A) szimbélummal jeldljik.

Jerpiay (@) Ferpay ()

)

o

o—>>
8 10 =z 0 2 4 6 8 10 x

7. abra. Az Exp (\)-eloszlds siirliség- és eloszlasfiiggvénye a A = %, 1,2 paraméterek esetén



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Normilis eloszlas

Normalis eloszlas

A i € R és o > 0 paraméterekkel értelmezett
v () = e T xR ®)
X)=——¢€ 20 | X €
N (p,0) Voro
siirliségfliggvényli folytonos valdsziniiségi valtozét normalis eloszldstinak hivjuk és az
N (u, o) kifejezéssel jeldljik. A u = 0 és o = 1 sajitsigos esetben standard normilis
eloszlasu valtozdrdl beszéliink.

ﬁ Fiuo) (@)

8. abra. Az NV (u, o)-eloszlds siiriiség- és eloszlasfiiggvénye a (n = 0,0 =1), (n=—1,0 = 3})
és (,u =3,0= %) bedllitasok esetén



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Tobbdimenzids normalis eloszlas

Tobbvaltozés normalis eloszlasi valésziniiségi vektor

Az Sltaldnos d-dimenzids (d > 2) normilis eloszldsti X = *[X]¢_; valésziniiségi
vektort az

1 N S s T
iy 3) (X) = ——g————e " 20THET0Tm) = f] € RY 9

(2r)% Vdets

slirliségfiiggvénnyel jellemezziik és az Ny (p, X) szimbdlummal jeldljiik, ahol a nem
feltétleniil fiiggetlen X; komponensek N (u;, o;) paraméterii (u; € R,o; > 0) normilis
eloszlasu valésziniiségi valtozdk,

p="1EX)Ly = [wll, € R

az egyes komponensek varhaté értékeit tartalmazé vektor,
d,d . d,d
L= [COV (Xi7 )Q)J i=1,j=1 — [E ((XI - /'l/l) ()<J - Mj))Ji:l,j:l
d,d
= [pijoioj] i—1,j=1 € Md,d (R)
a komponensek kozti kovariancia egyiitthatékbdl képezett pozitiv definit szimmetrikus
matrix, és
d,d
[ps] iz o1 € Md,d ([=1,1])

a komponensek kozti korrelacids egylitthaték szimmetrikus matrixa.



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Tobbdimenziés normiélis eloszlas

o Kétdimenziés esetben, a p = "[u1, 2] és a
s — o? po102
po102 o2
megvdélasztassal, a p € [—1, +1] korrelacids egylitthatdjd
X1 ~ N (p1,01), Xo ~ N (2, 02)]

binormalis eloszlasu valdsziniiségi vektor siirliségfiiggvénye az

x1—pq \2 X]—H] X9 —p xo—po \2
s (p,s) (X1, %) = _r eiz(l—lpz) {( ) e e e (52 ]

2(1,X) ’ 210100 /1 *P2

(Xl,XQ) € R2

)

alakot Olti, amely valéjdban egy kétvaltozds valds értékii fliggvény, azaz egy
domborzatjellegii feliilet.



Nevezetes folytonos valdsziniiségi valtozdk

Tobbdimenziés normiélis eloszlas

Iy () @1:%2) By (,3) @10%2)

(@ O © (a) () (9

9. abra. Kiilonb6zé paraméterezésii kétdimenziés normdlis eloszlasok siirliség- és
eloszlsfiiggvényeit lsthatjuk: (a) = [u1, p2] =[-3,3], 01 =%, 02=2,p=0,8(a
komponensek kiiliinbozé szérasdak és korelldltak); (b) u = [p1, 2] =1[0,0], o1 =02 =1, p=0
(standard normalis eloszlds); (c) p = [u1, p2] = [4, —2], 01 = 3, 02 = 5, p = 0 (a komponensek
fiiggetlenek, de kiilonb6z6 szérasiak).



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok
Segédfiiggvények

® A tovabbiakban gyakran fogunk haszndlni két segédfiiggvényt, ezért célszerlinek
tartjuk mar most bevezetni ezeket.

Euler-féle gamma-fiiggvény

Minden szigortian pozitiv valés részii z € C komplex szamra a
oo
r(z) = / t?~le~tdt (10)
0

integral abszolit konvergens. Az igy értelmezett leképezést Euler-féle
gamma-fiiggvénynek nevezziik. Parcidlis integréldssal kimutathaté a

MNz+1)=2zl(z),Vz€ C:Re(z) >0 (11)
rekurzid is. Mivel minden n € N természetes szdmra I (n) = (n — 1)!, az Euler-féle
gamma-fiiggvényt a természetes szamok faktoridlis miiveletének kiterjesztéseként
foghatjuk fel. Erdekességképpen megemlitjiik, hogy I (%) = /7 (ez a speciilis érték
idénként el8fordul majd a szdmitdsaink soran).



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok
Segédfiiggvények

Euler-féle béta-fiiggvény

Barmely szigordan pozitiv valds részii x,y € C komplex szamparra a
1
B, 1) :/ Pl -ty Lt (12)
0

integral abszolit konvergens és Euler-féle béta-fiiggvénynek nevezziik. A most
értelmezett fliggvény kapcsolatban all az Euler-féle gamma-fiiggvénnyel a
_Fere)

B(x,y) = r(X_*_y),Vx,ye(C:Re(x)>0,Re(y)>0 (13)

Osszefliggésen keresztiil.



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Pearson-féle XQ»eloszla's

Pearson-féle x? (n, o)-eloszlas
Az

X

1e7 252

X2~
fX2(n,o') (X) = 2go'"r (g)
0, x<O0
stirliségfiiggvénnyel adott o > 0 skdldzdsi tényezgjii és n > 1
szabadsagfoki/alakparaméterii (n € N) folytonos valdsziniiségi valtozét
X2 (n, 0)-eloszldsiinak nevezziik.

, x>0, (14)

Megjegyzés

Amint hamarosan latni fogjuk, a A > 0 paraméterii exponenciilis, illetve az n > 1
szabadsagfoki és o > 0 skaldzasi tényezdjii x2 (n, o)-eloszlasi folytonos valésziniiségi
valtozdkat egy speciilis, ligynevezett gamma-eloszlds sajatsdgos paraméterezésii
eseteiként kaphatjuk vissza.



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Gamma-eloszlds

Gamma-eloszlas
Az a > 0 és b > 0 paraméterektdl fliggd
1 a1 _x
—x" " "e" b, x>0
fg(ap) (X) = ¢ b2l (a) ’ ’ (15)
0, x<0
stirliségfiiggvénnyel leirt folytonos valdsziniiségi valtozét gamma-eloszldsiinak nevezziik
és a G (a, b) médon jeldljiik. Az a és b szdmokra, mint alakparaméterre, illetve
skaldzdsi tényezbre hivatkozunk. Az (a,1)-paraméterezésii gamma-eloszlasd viltozdt
roviden a-paraméteriinek is nevezziik.

10. abra. A G (a, 1)-eloszlas siiriiség- és eloszlisfiiggvényének alakja az a = %, %7 %, 1, %7
esetekben



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Gamma-eloszlds

A gamma-eloszlas sajatos esetei

A gamma-eloszlasii valdszinliségi valtozé értelmezése alapjan

® a \ > 0 paraméterii exponencislis eloszlas siirliségfiiggvényét az a=1és b= +

X
megvdlasztassal,
® az n > 1 szabadsagfoki (n € N) és o > 0 skalazasi tényezjii x2 (n, o)-eloszlas
siirliségfiiggvényét pedig az a= 3 és b= 202
besllitdsokkal kapjuk vissza a (15)-6s leképezésbél.



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Béta-eloszlds

Béta-eloszlas

Az a > 0 és b > 0 valés paraméterektd| fliggd

1 a—1 b—1
—_— 1-— 1
fB(a’b) (X) _ B(a’ b)X ( X) 5 X € (07 )7
0, x¢(0,1)

stirliségfiiggvénnyel leirt folytonos valdsziniiségi valtozét (a, b)-paraméterii
béta-eloszldsinak nevezziik, ahol az Euler-féle béta-fliggvénnyel értelmezett

1
B(a, b):/o xa*1(1—x)b*1dx:%

konstans normalizaciés szerepet tolt be. Az igy értelmezett valdszinliségi valtozét a
B (a, b) kifejezéssel jeldljiik.

(16)



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Béta-eloszlds

Tty (@) Figap) (@)

(a=2b=5)

" 2 4 o y -
z 0 10 10 10 10 1 z

11. abra. Az (a,b) € {(3,1),(1,3),(2,2),(2,5),(5,1)} paraméterparok altal meghatarozott
B (a, b)-eloszlasok siirliség- és eloszlasfiiggvényeinek alakja



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Student-féle eloszlds

Student-féle eloszlas

Adott n > 1 természetes szdm esetén az

(=£2) 2\
fom(x)= —272_ 14+ = ,XxER 17
50 9= et (14 7) (17)
stirliségfliggvénnyel jellemzett folytonos valdsziniiségi valtozét n-szabadsagfokd
Student-eloszldstinak nevezziik és az S (n) szimbdlummal jeldljik. Az 1-szabadsigfoku
Student-eloszlast még Cauchy-eloszlasnak is mondjuk.

fo —

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 «

12. abra. Az n-szabadsdgfoki Student-eloszlds siirliség- és eloszlasfliggvényének alakja az
n=1,2,3 értékekre



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Snedecor—Fisher-féle eloszlds

Snedecor—Fisher-féle eloszlas

Az m > 0 és n > 0 valés szamoktdl fliggd

1
_ x>0,
f]—'(m,n) (X): B(%’%) <n

m+n =

(1+297%
0, x<0

m _
m)% x2 71

stirliségfiiggvényii folytonos valésziniiségi valtozét (m, n)-paraméterezésii
Snedecor—Fisher-eloszldstinak nevezziik és F (m, n) médon jeldljik, ahol a

= m-+n
r(=")
normalizaciés konstanst az Euler-féle béta-fiiggvénnyel értelmeztiik. Nagyon sok

gyakorlati alkalmazdsban az m és n paraméterek csak természetes szdmokat vesznek
fel, ilyenkor ezekre, mint szabadsagfokokra hivatkozunk.

2'2/)

m oy _T(5)r (5
B( ) (HrE)



Nevezetes folytonos valdszinliségi valtozok

Snedecor—Fisher-féle eloszlas

Froman () Frima()
m =1 n=1) (m =100, n = 100)

(m = 100, n =100

(m=2n=1)

(m =5 n=2)

(m=5,n=2)

13. abra. Az (m,n) € {(1,1),(2,1),(5,2),(100,1), (100, 100)} szabadsigfokok iltal
meghatarozott Snedecor—Fisher-eloszls siiriiség- és eloszlisfiiggvényének alakjai



Kitlizott feladatok

Nevezetes diszkrét és folytonos valészinliségi valtozék

Leadasi hatarid6: 2022. oktéber 17-21. (a megfelelo laborérakon)

® A felsorolt nevezetes diszkrét, illetve folytonos eloszlasok siirliség- és
eloszlasfiiggvényeinek implementalasa, valamint azok tetszdleges paraméterezés
melletti megjelenitése kotelezd! Eppen ezért a 2., 3., 4. és az 5. kédrészletekben
egy-egy befejezendd fliggvényt ajanlottunk a kiilonbozd siirliség- és
eloszlasfiiggvények kezelésére. Ugyeljetek arra, hogy a fliggvények sormatrix
tipusi bemenetre is helyes eredményt kell adjanak!

® Eredményeiteket hasonlitsdtok ossze a MATLAB® beépitett fuggvényeivel
generdlt értékekkel és dbrakkal! (A kornyezet §ltal biztositott siirliség- és
eloszlasfiiggvényeket az 1. kédrészletben soroltuk fel. Mar most felhivjuk a
figyelmet arra, hogy idénként eltérés van a jegyzet, illetve a MATLAB® altal
feltételezett paraméterezési médban!)
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A MATLAB 4ltal tdmogatott diszkrét és folytonos eloszlasok — |

Beépitett fliggvények

1. Kédrészlet. A MATLAB® ijiltal tamogatott diszkrét és folytonos eloszlasok

%

Important

All probability ciensity1 and cumulative distribution? functions have similar
names to *pdf and *cdf, respectively , where the asterisk must be replaced by

one of the

listed prefixes.

Discrete distributions

"bino '
"nbin
'geo’
"hyge

"poiss '

binomial distribution

negative binomial distribution
geometric distribution
hypergeometric distribution
Poisson distribution

Continous

distributions

"beta’
"chi2’
Yexp
e
"gam’
"norm’
I
“unif’

beta distribution

chi—square distribution
exponential distribution

F or Snedecor—Fisher distribution
gamma distribution

normal distribution

T or Student distribution

uniform? distribution
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A MATLAB éltal tdmogatott diszkrét és folytonos eloszlasok — I

%

% Continuous 2D distributions

%

% "mvn’ — multivariate* normal distribution

%

% Help

%

% doc *pdf, or doc xcdf

[ —

% Example

[ —
% define a mean value® and a standard deviation
mu = —1;
sigma = 2.0;
% define an interval and create a subdivision®
range = [—6.0, 4.0];

div point_count = 100;
= linspace(range(1l), range(2),

f
F

% finally , plot7 both functions
plot(x, f, x, F);

normpdf(x, mu, sigma);
normecdf(x, mu, sigma);

for X ~ N (p, o)

div_point_count);
% evaluate the probablllty density fjv( ) and the cumulative distribution FN(

Beépitett fliggvények

o)

1density sliriiség; probability ~ function relativ gyakorisdg fiiggvény (diszkrét eset),

stirtiségfiiggvény (folytonos eset)

2distribution eloszl4s; discrete ~ diszkrét eloszlds; continuous ~ folytonos eloszlds; cumulative
~ function &sszegzett gyakorisdg fiiggvény (diszkrét eset), vagy eloszldsfiiggvény (diszkrét és

folytonos eset)
3uniform egyenletes; ~ distribution egyenletes eloszlds

4 multivariate t&bbvaltozds: ~ normal distribution tsbbvaltozés norm3lis eloszlis



Diszkrét eloszlasok relativ gyakorisag fuggvényei — |

Implementalas

1. feladat

Az ismertetett diszkrét eloszlasok figyelembevételével, fejezzétek be a 2.
kédrészletbeli DiscretePDF fiiggvényt!

2. Kédrészlet. Diszkrét eloszlasok relativ gyakorisag fiiggvényei

% Description

% The function calculates the values of different discrete probability density functions

% Input
%
% x = [x;]7_; — an increasing sequence® of positive integers
% distribution_type — a string that identifies the distribution (e.g., 'Bernoulli’,
10 % "binomial ', 'Poisson’', 'geometric', etc.)
11 % parameters — an array of parameters which characterize the distribution
12 % specified by distribution_type
13 % ———
14 % Output
15 % ———
16 % f=[f(x)]- — values of the given probability density function
17 function = DiscretePDF(x, distribution_type , parameters)

19 % for safety reasons
20 sort(x);
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Diszkrét eloszlasok relativ gyakorisdg fuggvényei — Il

round (x);

% get the size of the input array
length (x);

% select the corresponding distribution

(distribution_type)

case 'geometric’

% the Geo(p)—distribution has a single parameter p € [0,1]
p = parameters(1);

% check the validity of the distribution parameter p
if (p<O0 |] p>1)
error ("Wrong_parameter!');

Implementalas

end
% allocate memory and evaluate the probability density function fgsa(p)
% for each element of the input array x=[x]/_;
f = zeros(1, n);
q=1—p;
for i = 1:n
% check the validity of the current value x;
if (x(i) < 1)
error('Incorrect_input_data!’);
else
F() = @ (x(1) = 1) % pi % i.e.. fgep ()= (L—p)% -p,i=1,2,....n
end



51

53
54

end

Diszkrét eloszlasok relativ gyakorisdg fuiggvényei — Ill

% handle another discrete distribution type

8sequence sorozat; increasing ~ névekvd sorozat; random ~ véletlen sorozat

Implementalas



20

Folytonos eloszlasok siirtiségfiiggvényei — |

Implementalas

2. feladat

Az ismertetett folytonos eloszldsok figyelembevételével, fejezzétek be a 3.
kédrészletbeli ContinuousPDF fliggvényt!

function

Description

Input

X:[Xi];;l
distribution_type

parameters

Output

f = [flisy = [F(liy

The function evaluates different continuous probability density functions.

an increasing sequence of real numbers

a string that identifies the distribution (e.g., 'exponential ',
"normal ', ’'chi2’', ’'gamma’, 'beta’, ’'Student’', etc.)

an array of parameters which characterize the distribution
specified by distribution_type

values of the given probability density function

f = ContinuousPDF(x, distribution_type , parameters)
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Folytonos eloszlasok siirtiségfiiggvényei — Il

% for safety reasons
x = sort(x);

% get the size of the input array

n = length(x);

% select the corresponding distribution
switch (distribution_type)

case ’'normal’

% the N (u,o)distribution has two parameters,

mu = parameters(1);
sigma = parameters(2);

% check the validity of the distribution

if (sigma <= 0)

parameters

Implementalas

where p € R and o >0

error('The_standard._deviation_must_be_a_strictly_positive_number!"');

end

% Allocate memory and evaluate the probability density function f./\/(

% for each element of the input array x=[x]/_;.

% Note that, in this special case

this can

be done

in a single

w,o)

line of code,

% provided that one uses the dotted arithmetical operators of A\[ATLAB®,

% use the formula fyr(, o) (x) =

V2mo

(i—n)?

e 252

, xi €R

f = (1.0 / sqrt(2.0 % pi) / sigma) * exp(—(x — mu).” 2 / 2.0 / sigma”2);



Folytonos eloszlasok siirtiségfiiggvényei — Il

Implementalas

% handle another continuous distribution type



Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények

Implementalas

3. feladat

® Felhaszndlva az eloszlasfiiggvények monoton novekedési tulajdonsagat, irjatok
hatékony filiggvényeket diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozék
eloszlasfiiggvényeinek kiértékelésére.

® Az implementdlds soran hasznaljatok fel a 2. és 3. kédrészletekben adott
DiscretePDF, illetve ContinuousPDF filiggvények befejezett valtozatait!

® Folytonos valdsziniiségi valtozék esetén, amikor csak lehetséges, haszndljatok fel
az eloszlasfiiggvény explicit alakjat, minden mas esetben az improprius integralok
kozelitésére alkalmazzatok vagy az egyenkozii felosztast feltételez6

. . )=t ]
/ fdt ~ == | f(to) +2 > F(ty) +4> F(tjo1) +F(ta) |,
a a j=1 j=1
. b—a .
tt = a+j-——,j=0,1,...,n,n>1
n

altalanos Simpson-féle kvadratira-képletet, vagy a MATLAB® beépitett, adaptiv
Simpson-féle kvadraturara épiilé quad fliggvényét!

® A képletekben esetlegesen megjelené Euler-féle béta- és gamma-fiiggvények
kiértékelésére szintén kvadratidra képletet, vagy a MATLAB® 3ltal biztositott
gamma és beta fliggvényeket hasznalhatjatok.



Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények

Implementalas

3. feladat — folytatas

b
® Vegyétek észre, hogy amennyiben az

f (t) dt integralban valamelyik, vagy

a
mindkét hatdr a plusz/minusz végtelent jelképezi, akkor véges intervallumra
vezethetjiik vissza a szdmolasokat az

[ fnie,,
0

u

/abf(t)dt: /;Mdu’

/? f (tan (u))du

2 k)
z  cos®(u)

t = tan (u) véltozdcseréket alkalmaztuk!

a=—-o00,b=0
a=0, b= o0,

a=—o0, b=

Jtalakitdasoknak megfeleléen, ahol rendre a t = In(u), t = In(—u), illetve a
u
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Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények — |

Implementalas

. feladat — folytatas

® A 4. és 5. kdédrészletekben a befejezendd fliggvények fejlécét adtuk meg. Ne
felejtsétek el a bemeneti adatok helyességét is ellenérizni!

odrészlet.

% —
% Description

%

% functions.
%
%
% Input
%
% x = [x]7_;

%

% distribution_type
%

%

% parameters

o

o

%

% The function evaluates the values of different discrete cumulative distribution

an increasing sequence of positive integers

a string that identifies the distribution (e.g., 'Bernoulli’
"binomial ', 'Poisson’', 'geometric’', etc.)

an array of parameters which characterize the distribution
specified by distribution_type
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Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények — |l

Implementalas

Output

F=[F]"; =[F(x)li.; — values of the given cumulative distribution function

Hint

" L CN is increasing it is sufficient to calculate

Since the input sequence x = [x]i_;

the values

X1 x2 Xn
Fo= > f(),R=FR+ > f@), ., Fn=F_1+ > f(i),
i=imin i=xq+1 i=xp_1+1

where f denotes the probability density function that corresponds to F and iy,
represents the minimal integer value of the distribution (e.g., in case of the
geometric distribution jn, =1, while in the case of the Poisson distribution iy, =0).

function F = DiscreteCDF(x, distribution_type , parameters)



Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények — Il

Implementalas

Kédrészlet. Folytonos eloszlasfiiggvények kiértékelése

Description

functions .

Input

x =[xy

distribution_type

parameters

Output

F=[FRly = [FOa)liiy

The function evaluates the values of different continuous cumulative distribution

an increasing sequence of real numbers

a string that identifies the distribution (e.g., 'exponential ',
"normal’, 'chi2’', ’'gamma’', 'beta’, 'Student’', etc.)

an array of parameters which characterize the distribution
specified by distribution_type

values of the given cumulative distribution function
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Diszkrét és folytonos eloszlasfliggvények — [V

Implementalas

%
% Hint

% Since the input sequence x =, it is sufficient to calculate

% the values

%

X1 X2 Xn
%F1:/ f(t)dt, F2:F1+/ F(t)dt,...,F,,:F,,,1+/ f(t)dt,

Xmin X1 Xp—1
%
% where f denotes the probability density function that corresponds to F and xpin
% represents the minimal value of the random variable (e.g., in case of the gamma
% distribution xnin =0, while in the case of the normal distribution Xxpj, = —00).
%

function F = ContinuousCDF(x, distribution_type , parameters)



Kitlizott feladatok
Lead3si hatarid8: 2022. oktéber 17-21. (a megfeleld laborérakon)

4. feladat (+1 pont elméleti megoldassal egyiitt)

® Tudva, hogy az X diszkét valdsziniiségi valtozd értékeinek bekovetkezési
valészinlisége az abran a megfeleld szamértékhez tartozd sikidom teriiletének a
teljes teriilethez viszonyitott aranyaval egyezik meg, irjatok fel az X valdszinliségi
valtozd eloszlistablazatit, majd hatdrozzatok meg annak eloszlasfliggvényét!

® A kapott kifejezések alapjan egészitsétek ki a 2. és 4. kddrészleteket, valamint
azok segitségével jelenitsétek is meg az X valdszinliségi valtozé relativ gyakorisag
és eloszlasfiiggvényét is!

® Szdmoljitok ki az (X < 5), (X >6) és a (1 < X < 4) események bekdvetkezési
valésziniiségét!




Kitlizott feladatok
Lead3si hatarid8: 2022. oktéber 17-21. (a megfeleld laborérakon)

5. feladat (41 pont elméleti megoldassal egyiitt)

® Hatdrozzatok meg az o € R paraméter értékét lgy, hogy az
0, x < =3,
1\2
a(x+3)", xe(=3-1],

fx (x) = 570‘x4, x € (—1,0],
5(2+3), x€(0,3],
0, x >3

leképezés egy folytonos X valdszinliségi valtozd siirliségfliggvénye legyen, majd
hatdrozzdtok meg X eloszlasfiiggvényének alakjat!

® A kapott kifejezések alapjan egészitsétek ki a 3. és 5. kddrészleteket, valamint
azok segitségével jelenitsétek is meg az X valésziniiségi valtozé siirliség- és
eloszlasfliggvényét is!

® Szamoljatok ki a <X > 72) és az <f % <X < 2) események bekovetkezési

valdszintségét!
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