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Tobbdimenzids normilis eloszlas

Ertelmezések

1. Ertelmezés (Tobbvaltozés normalis eloszlasi valdsziniiségi

vektor)

Az 3ltaldnos d-dimenzids (d > 2) normdlis eloszldsi X = "‘[X,-]j-i:1 valészinliségi
vektort az

1
(2r)% Vdetx

slirliségfiiggvénnyel jellemezziik és az Ny (i, X) szimbélummal jeldljik, ahol a nem
feltétleniil fliggetlen X; komponensek N (uj, 0;) paraméterii (u; € R, o; > 0) normilis
eloszldsu valdszinliségi valtozok,
= "TECNL = "]l €R
az egyes komponensek varhaté értékeit tartalmazé vektor,
d,d d,d
T = [cov (XirXJ'Hi:Lj:l = [E((X; — pi) (X; = Mj))}i:l,j:l

d,d
= [pijoioj] i—1,j=1 € Md.d (R)

() (X) = e 20mI TN = ] € RY )

a komponensek kozti kovariancia egyiitthatékbdl képezett pozitiv definit szimmetrikus
matrix, és
d,d
[P5] 25 =y € Ma,a ([-1,1])

a komponensek kozti korreldcids egyiitthatok szimmetrikus matrixa.



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Ertelmezések

o Kétdimenzids esetben, a y = t[m,uz] és a
5 _ o? pO102
pO107 o2
megvalasztassal, a p € [—1, +1] korreldcids egyiitthatéju
f[Xe ~ N (p1,01), X2 ~ N (2, 02)]

binormalis eloszlasu valdsziniiségi vektor siirliségfiiggvénye az

=1 \2 o =y xp—he | (xp—n2 )2
p‘ o1 : a9 + )

1 e72(1—102) {( o1

2no1024/1 — p?

)

fNo(u,x) (X1, %2) =

(x1,x2) € R?

alakot olti, amely valéjdban egy kétviltozds valds értékii fliggvény, azaz egy
domborzatjellegii feliilet.



Tobbdimenziés normalis eloszlas

Siirliség- és eloszlasfliggvény
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1. abra. Kiilonb6zé paraméterezésii kétdimenzids normalis eloszlasok siiriiség- és
eloszlasfuggvényeit lathatjuk: (a) p = [p1, po] = [-3,3], 01 = %, o = %, p=0,8(a
komponensek kiiliinb6z8 szdrastiak és korelldltak); (b) u = [p1, p2] = [0, 0],

o1 =02 =1, p =0 (standard normdlis eloszlas); (¢) p = [p1, po] = [4, 2], 01 = %,
oy = % p =0 (a komponensek fiiggetlenek, de kiildnb6z8 szérasiak).



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Box—Muller transzformacié

e A Box—Muller-algoritmus két fiiggetlen [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast
valdsziniiségi valtozét haszndl fel két fliggetlen standard normalis eloszldsu
valdszinliségi valtozé generdlasara [Box, Muller, 1958].

1. Tétel (Box—Muller-transzformacio)

Legyen U; és U, két fiiggetlen, (0, 1) intervallumon értelmezett egyenletes eloszldsu
valdszinliségi valtozd, valamint tekintsiik az ezekbdl képzett

X1 (U, Uz) = v/=2In (Uy) cos (2w Us)
X (Ur, Us) = \/—21n (U sin (21 Us)

valésziniiségi valtozékat! Ekkor az (X1, X2) valészinliségi vektor komponensei
fliggetlenek és standard normilis eloszldsdak.

Bizonyitas

A bizonyitds tanulmanyozdsa kotelezd hazi feladat: |dsd a nyomtatott jegyzet
128-130. odalait, vagy a digitalis jegyzet 135-137. oldalait.


https://drive.google.com/file/d/1Jf2lAMQREYLUnfAEU5KUsqG0t2jjoUR7/view?usp=share_link

Tobbdimenzids normilis eloszlas

Box—Muller transzformacié

o Az 1. tétel értelmében a kovetkezd algoritmust fogalmazhatjuk meg fliggetlen
standard normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozok generaldsara.

1. Algoritmus (Box—Muller-transzformacié: fiiggetlen komponensii

kétdimenziés standard normal eloszlasu vektor generalasa)

® Bemenet: az n > 1 természetes szam, amely a kimeneti mintavételek méretét
hatdrozza meg.
e Kimenet: az Xj és X; fliggetlen standard normalis eloszlasi valdsziniliségi

véltozéknak egy-egy n-elemii fiiggetlen {Xl’i}7:1 és {X2v"}/,‘1:1 mintavétele.

O T« 27

® Minden i =1,2 ..., n esetén végezd el:

() generald a fliggetlen U ~ U ((0,1]) és U ~ U ([0, 1]) valésziniiségi
véltozdkat

R+ y/—2In(U1)

O+ T- U

X1,i < Rcos(©)

Xp,i  Rsin (©).

© ©6 06



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Marsaglia polarkoordindtds médszere

e Az 1. algoritmusbeli In,sin és cos fiiggvények kiértékelése kdltséges miiveleteknek
szamitanak. Az aldbbi tulajdonsdggal a Box—Muller-transzformaciébdl szarmazé
algoritmust hatékonyabb3 tehetjiik.

2. Tétel (Marsaglia polarkoordinatas médszere)

Ha a (Z1, Z») valésziniiségi vektorral leirt pont egyenletes eloszlasd a
Z2+73<1

egységnyi korlemezen, akkor az

Zy
Xi(Z4,2,) = /—2In(Z2+23)———=
\/Z2+ 22
Xo (Zl, Zz) = —2In (212 + 222)

2>
\Z2+ 22

transzformdciéval leirt (X1, X2) valésziniiségi vektor komponensei fliggetlenek és
standard normalis eloszldsiak.

Bizonyitas
A bizonyitds tanulmanyozdsa kotelez6 hazi feladat: |dsd a nyomtatott jegyzet
130-131. odalait, vagy az elektronikus jegyzet 137-138. oldalait.


https://drive.google.com/file/d/1Jf2lAMQREYLUnfAEU5KUsqG0t2jjoUR7/view?usp=share_link

Tobbdimenzids normilis eloszlas

Marsaglia polarkoordindtds médszere

o A 2. tétel értelmében a Marsaglia-féle polarkoordinatds médszerrel az 1.
Box—Muller-algoritmusnak egy hatékonyabb valtozatat kapjuk.

2. Algoritmus (Marsaglia polarkoordinatas médszere)

® Bemenet: az n > 1 természetes szam, amely a kimeneti mintavételek azonos
méretét rogziti.

e Kimenet: az X1 ~ N (0,1) és X» NN(O 1) fiiggetlen valésziniiségi valtozoknak
egy-egy n-elemii fliggetlen {X1 ,} és { Xo ,} ., mintavétele.

Minden i = 1,2, ..., n esetén végezd el:

(2] ismételd:
generald a fuggetlen U ~ U ([0,1]) és U ~ U ([0, 1]) valdsziniiségi
valtozékat
Zy 201 —1, 2«20, — 1, S+ 22 + 22

ameddig 0 < S <1

2In(S)

S

X,i+T-2Zh

X0,i T - 2.

®

T <

@90 © 6 06



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Marsaglia polarkoordindtds médszere

e Annak valdsziniiségét, hogy a [—1,1] x [—1, 1] négyzetbd| olyan egyenletes
eloszldsu és fiiggetlen koordinatdju (Z1, Z») pontokat vélasztunk ki, amelyek a
212 + 222 < 1 egységnyi korlemez teriiletére esnek, az egységnyi kor és a széban
forgd négyzet teriiletének p = % értékii aranyaként fejezhetjiik ki.

o Ezért 2. algoritmus ismételd—ameddig ciklusa vérhatéan % = % ~ 1,27 iteracidt

hajt végre, ameddig egy alkalmas (Z;, Z») pért elfogad a két fiiggetlen standard
normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozd egy-egy mintdjanak eldallitasara.



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

e Az alabbi négy tulajdonsdg segitségével olyan altaldnos mdédszert mutatunk be,
amely segitségével altaldnos Ny (u, X)-eloszldsti valdsziniiségi vektorokat
generalhatunk az My (04, 14) standard normilis eloszlds alapjan.

3. Tétel (Standard normalis eloszlasu valésziniiségi vektor linearis

transzformacidja)

Az 1. értelmezésbeli X ~ Ny (u, X) valdsziniiségi valtozé eloszldsa megegyezik az
Y=LZ+p

valdszinliségi véltozééval, ahol Z = [Z;]fj:1 ~Ng(04,14), az L € My 4 (R)
invertdlhatd linedris transzformdcié pedig teljesiti az LLt = ¥ feltételt.

Bizonyitas

A bizonyitas tanulmdnyozasa kotelezd hazi feladat: lasd a nyomtatott jegyzet
132-133. odalait, vagy a digitalis jegyzet 139-140. oldalait.


https://drive.google.com/file/d/1Jf2lAMQREYLUnfAEU5KUsqG0t2jjoUR7/view?usp=share_link

Tobbdimenzids normilis eloszlas

Tobbvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generaldsa

4. Tétel (Altalanos normalis eloszlasu valdsziniiségi vektor

transzformacidja)

Ha az X valésziniiségi vektor Ny (11, ¥)-eloszlasti, akkor barmely A € M, 4 (R) matrix
esetén az Y = AX valdsziniiségi valtozé eloszldsa Ny (Au, AZA?).

A bizonyitas tanulmdnyozasa kotelezé hazi feladat: lasd a nyomtatott jegyzet 133.
odalat, vagy az elektronikus valtozat 140. oldalat.


https://drive.google.com/file/d/1Jf2lAMQREYLUnfAEU5KUsqG0t2jjoUR7/view?usp=share_link
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Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

5. Tétel (Cholesky-féle felbontas)

e Ha A szimmetrikus pozitiv definit matrix, akkor |étezik olyan L alsé
haromszog-matrix, amelyre teljesiil az tigynevezett Cholesky-féle

A=LLt
felbontas.

e Tovdbba, ha megkdveteljiik, hogy az L matrix f6atléjat csak nemnegativ szdmok
alkossak, akkor ez a felbontas egyértelmii.

Megjegyzés

e Az 5. tétel bizonyitasdval barmely valamirevalé linedris algebraval, vagy
numerikus analizissel (példdul [W.H. Press et al., 2007]) foglalkozé kdnyvben
taldlkozhatunk.

® A kijelentés igazoldsa igy nem tartozik a segédlet célkitlizései kozé, ettdl
fliggetleniil konnyen beldthatd, hogy az aldbbi Cholesky-féle felbontast
meghatdrozé algoritmus megfelel6 bemeneti matrixra helyes eredményt szolgaltat.



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

3. Algoritmus (Cholesky-féle felbontas)

d,d

® Bemenet: az A = [a;j][zl j=1 € My 4 (R) szimmetrikus, pozitiv definit matrix.

d,d
i=1,j=1
A = LL? egyenl8séget.

e Kimenet: az L = [ﬂu] € Mg, 4 (R) alsé hdromszog-matrix, mely teljesiti az

O L+—044
® Minden i =1,2,..., d esetén végezd el:

i—1
(3) Li < vJai — Y1 &

(4] minden j =i+ 1,i+2,...,d esetén végezd el:

i—1
1
(5) Ej,‘ — ? (a,-j = Zf,ﬂjk)
i k=1



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

6. Tétel (Tobbvaltozés normalis eloszlasi valdsziniiségi vektor

generalasa)

Tekintsiik a ¥ = LL? Cholesky-felbontésti pozitiv definit szimmetrikus matrixot és a

w= t[,u,-]f’:l € My 1 (R) vektort! Ekkor barmely X ~ Ny (04, 14) standard normilis
eloszlasu valészinliségi vektorbdl az Y = p + LX transzformaciéval nyert valésziniiségi
vektor Ny (i, X)-eloszlast kovet.

Bizonyitas

A bizonyitds tanulmanyozdsa kotelezd hazi feladat: |dsd a nyomtatott jegyzet 134.
odalat, vagy a digitalis valtozat 141. oldalat.


https://drive.google.com/file/d/1Jf2lAMQREYLUnfAEU5KUsqG0t2jjoUR7/view?usp=share_link
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Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

4. Algoritmus (Ny (p1, X)-eloszlasi valésziniiségi vektorok

generalasa)

® Bemenet: a generdlandd valdsziniiségi vektor d > 2 dimenzidja, a
w="[w]e, € My (R) vérhaté érték vektor, a & € My 4 ((0,00))
szimmetrikus, pozitiv definit matrix, valamint az n > 1 természetes szam, amely
a kimeneteli mintavétel méretét hatdrozza meg.

e Kimenet: a ¥ = LL? Cholesky-felbontast biztosité L = [K,-j]?:’i =1 € My.q4(R)

alsé hdromszog-matrix, tovdbbd az Y ~ ANy (u, X) valdszinliségi vektornak egy
n-elemii { Y }}_; mintavétele.

@ Hatdrozd meg a ¥ matrix LL? alaki Cholesky-felbontdsit a 3. algoritmus
segitségével.
® Minden k =1,2,..., n indexre végezd el:
(3] generdld a fliggetlen komponensii, d-dimenziés X = t[X,-]fiz1 standard
normalis eloszlasd valdsziniiségi vektort

(4] hajtsd végre az Yy < p + LX transzformdaciot.



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Tobbvaltozés, nem feltétleniil fliggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generalasa

Megjegyzés

® A 4. algoritmus 3. sordban a fiiggetlen [X,-]f?:1 standard normilis eloszlasu
valészinliségi valtozok generdldsira barmely eddigi ilyen eloszlast biztositd
szamgeneratort hasznalhatjuk:
e példaul a Laplace-féle, vagy a Cauchy siirliségfiiggvényre épiilé elutasitas
mddszerét;
e a Cauchy siiriiségfliggvényen alapulé kozrefogas mdédszerét;
e vagy a Box—Muller-féle transzformacidt alkalmazé 1. és 2. algoritmusok
koziil valogathatunk.



Tobbdimenzids normilis eloszlas

Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensti, normalis eloszlasi valészintiségi vektor generdlasa

e Tekintsiink a 6. tétel és az 1. Box—Muller-transzformacié egyiittes alkalmazasara
egy példat!

o Tegyiik fel, hogy egy kétdimenziés Na (i, X) normalis eloszlast Y = [Y1, Y2]*
valésziniiségi vektort szeretnénk generdlni a o = [u1, pp]" varhaté érték vektorral
és a )

s — o1 po102
po102 o2
kovarianciamatrixszal, ahol

cov (Y1, Y2)  cov(Yz, Y1)

0102 0201

p=pr2= =p21 € [-1,1]

az Yj és Y, komponensek korrelaciés egyiitthatéjat jeldli (p11 = p22 = 1), a
w1, 2 € R és a 01,02 > 0 paraméterek pedig az Y7 és Y> valdsziniiségi véltozdk
N (pa,01)-, illetve N (u2, 02)-eloszldsét rogzitik!
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Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensti, normalis eloszlasi valészintiségi vektor generdlasa

o El&szor a X szimmetrikus pozitiv definit matrix Cholesky-felbontasat hatarozzuk
meg. A Y = LL? egyenl8séget kielégitd L alsé hdromszog-matrix
meghatdrozdsdhoz a kdvetkezéképpen jarhatunk el. Legyen

[ =
{ by Uy } ’
ahol az £11, 021 és £rp szamok pillanatnyilag ismeretlenek. Az
b 0 | |l L
1 U 0 fx
_ 2 L1121
l11ly 03 + 63,
_ [ crf pPO102 :|

L-L*

po102 o5
=X
matrixegyenlet megoldasaval az
l11 = o1,
In = po2,

by =+/1=p% 02

értékeket kapjuk.
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Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensti, normalis eloszlasi valészintiségi vektor generdlasa

e Ekkor, a 6. tétel értelmében, ha az X = [X1,X2]t valészinliségi vektor
komponensei fiiggetlenek és standard normalis eloszldsuiak, akkor az

Y =+ LX
pro| | o1 0 X1
M2 poa  \/1—p?- 02 X2

1+ 01X

H2 + o2 <PX1 + M'Xz)

transzformdacié sordn kapott valdsziniiségi vektor Ay (u, X)-eloszldsa.

e A fenti szamitdsok fiiggvényében az 1. Box—Muller-transzformdaciéra épiilé
algoritmust a kovetkezéképpen médosithatjuk kétdimenzids korrelalt normalis
eloszldsu valdszinliségi vektorok generdldsara.
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Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensti, normalis eloszlasi valészintiségi vektor generdlasa

5. Algoritmus (Korreldlt kétdimenziés normalis eloszlasu

valésziniiségi vektorok generalasa)

® Bemenet: a p € [—1, 1] korreldcids egyiitthatétdl fliggd X1 ~ N (u1,01) és
Xa ~ (p2,02) valészinliségi valtozék (u1, pu2 € R, 01,02 > 0), valamint az n > 1
természetes szam, amely a kimeneteli mintavétel méretét rogziti.

e Kimenet: az Y ~ N3 (1, ¥) valésziniiségi vektornak egy n-elemii { Y, };_;

2
L _ ¢ e o2 poio2
mintavétele, ahol u = [u1, u2]" és & = { por0rs o
H1
%
oue ||
2
o[ ot e
pO102 o3

o1 0 ]

L+
© { po2  \/1—p?- 02

O T <+ 27
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Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fliggetlen komponensti, normalis eloszlasi valészintiségi vektor generdlasa

5. Algoritmus (folytatas)

©® Minden k =1,2,..., n esetén végezd el:
(6} generdld a fliggetlen Uy ~ U ((0,1]) és Up ~ U ([0, 1]) valdsziniiségi
valtozdkat

@ R« J/—2in(th)
(3] O« T-U

R cos (©)
o X“[ Rsin (©) }
@ Y.< puolLX.

® A 2. dbran az 5. algoritmus kimenetét latjuk rogzitett p1, u2 € R és 01,00 > 0
paraméterek, de valtozé p € [—1, 1] korreldcids egyiitthaté mellett.



Tobbdimenzids normdlis eloszlas

Példa kétvaltozds, nem feltétleniil fiiggetlen komponensii, normalis eloszldst valdsziniiségi vektor generaldsa

2. dbra. Az abrak egy-egy olyan Y* = [ug, uo]t + LpoX = [Y{, sz}t ~ N3 (u, = LpLZ) valésziniiségi
vektor mintavételezését szemléltetik, ahol az X = [X; ~ N (1 = —1,01 = 1), Xo ~ N (2 = 1,01 = 1)]*
valésziniiségi vektor fiiggetlen komponensei rogzitett normilis eloszldstiak, viszont az Ylp és Y, komponensek

p € [—1,1] korrelaciés egyiitthatéja és ¥, = [o%, pPoO102; pO102, a%} kovarianciamatrixa véltozik. Az (a)—(f)
esetekben a p korreldciés egyiitthatét rendre a 0, a 0, 25, a 0,50, a 0, 75, a 0, 90, végiil pedig a 0, 99 értékkel

inicializaltuk. Vegyiik észre, ahogy p * 1, az Y valésziniiségi vektor komponensei kozti linedris fliggbségi
kapcsolat egyre inkdbb szorosabbd vélik! Hasonlé jelenség fogalmazhaté meg a p N\, —1;esetben is.



Tobbdimenziés normalis eloszlas
Lead3si hataridd: 2022. november 14-18. (a megfeleld laborérakon)

1. feladat

Kddoljatok a 2. és 5. algoritmusokat, jelenitsétek meg az altaluk generdlt
sikbeli pontfelhéket, valamint azok haromdimenzids hisztogramat!

2. feladat

Hatarozzatok meg az a € R 4llandé értékét gy, hogy az

a(x3+2y2(x+%)*y2+1), (x,¥) € (0,1) x (-
0, (xy) & (0,1)x (-

1),
1)

1
vy (x,y) = i’
27
leképezés egy folytonos komponensvaltozéji (X, Y) valdsziniiségi vektor
egylittes siirliségfiiggvényévé viljon, majd az elutasitds mdédszerének
segitségével generdljatok is ilyen valdsziniiségi vektorokat! Jelenitsétek meg (a
plot3, hist3, meshgrid és mesh/surf parancsok segitségével) a kapott sikbeli
pontfelh6t, annak hdromdimenzids hisztogramat és az adott siirliségfiiggvény
alakjat is a (0,1) x (—3,1) tartoményon!



Tobbdimenzids normdlis eloszlas

Lead3si hataridd: 2022. november 14-18. (a megfeleld laborérakon)

3. feladat (1 + 1 =2 pont elméleti megoldassal egyiitt)

® Hatarozzatok meg és dbrazoljatok is a 2. feladatban adott kétdimenzids
(X, Y) valésziniiségi vektor perem-siiriiségfiiggvényeit és
perem-eloszlasfiiggvényeit is a 2. labor 13—17. oldalan ismertetett
értelmezések és tulajdonsagok alapjan! Az egyvaltozés siirliség- és
eloszlasfliggvényeket implement&lé ContinuousPDF /CDF fiiggvényekhez
hasonléan kddoljatok olyan fliggvényeket, amelyekkel az adott
valdszinliségi vektor egyiittes slirliségfiiggvényét és annak
eloszlasfliggvényét is ki lehet értékelni. Az implementalt fliggvények
segitségével pedig szamitsatok ki a (% <X<20<Y< %) esemény
bekovetkezési valdszinliségét MATLAB®-ban és papiron is!

® Implementaljatok a 4. algoritmust harom- és négydimenzids, korreldlt
komponensvéltozdji, normélis eloszlasi valdszinliségi vektorok
generdlasdral Jelenitsétek is meg a mintavételezés sordan kapott
haromdimenziés pontfelhét, valamint a négydimenziés pontfelh6
haromdimenzids vetiileteit is!
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