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Kozponti/centralis hatareloszlds tétel

Elmélet

® Statisztikai adatfeldolgozdsban és gyakorlati alkalmazasokban a legtobb esetben
azonos eloszlasy és fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk osszegével dolgozunk.

® A tovabbiakban olyan feltételeket ismertetiink, amelyek esetén az adott Osszeg
kozelitéleg standard normalis eloszldsi. Ervényes az alabbi tulajdonsag.

1. Tétel (Kozponti hatareloszlas azonos eloszlasi és fiiggetlen

valésziniiségi valtozok Gsszegére)

Tekintsiik az {Xj},~; azonos eloszlasti és fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat, valamint

jeldlje pu és o a valtozdk létezd, kdzds varhatd értékét, illetve szérdsat, azaz
n

p=E(X;) é o =D(X),i>1 Ekkoraz Y, =» X; valésziniiségi viltozénak a
i=1
Yo —E(Yn) _ 37y Xi—np
D(Y, Vno

Ugynevezett standardiz3lt alakja aszimptotikusan N (0, 1)-eloszldsd, vagyis

Zy, =

. . 1 o2
iz ) = i, P <29 = E/_me Zdt = Fyo1) (x), Y ER. (1)

Lasd a nyomtatott jegyzet 82—83., illetve az elektronikus valtozat 89—90. oldalait!




Kozponti/centralis hatareloszlds tétel

Elmélet

1. Megjegyzés

Az 1. tétel jeloléseinél és feltételeinél maradva, a kovetkezd észrevételeket tehetjiik.
Rogzitett, de eléggé nagy n értékre az (1)-es hatdrértéket a

Fz,(x) = P(Zn <x) = Fpr0,1) (x), x ER
kozelitd egyenldséggel helyettesithetjiik, vagy az ezzel ekvivalens

Fz,(x) =P (Zn < x) = P(Yn < xoo/n+ np) = Far,1) (%), x ER, (2)

n

kozelitéssel, ami azt jelenti, hogy az Y, = ZX,- valészinliségi valtozé kozelitdleg
i=1

N (nu, o+/n)-eloszldsti. Ezért az 1. tételt az alabbi médon is megfogalmazhatjuk.
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Elmélet

2. Tétel
Tekintsiik az {X;};~; azonos eloszlasli és fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat, valamint
jeldlje p és o a valtozdk létezd, kdzds varhatd értékét, illetve sz4rdsat, azaz u = E (X;)
n
és 0 = D(X;), i > 1! Ekkor az Y, = > _ X; valésziniiségi valtozé kézelitsleg
i=1

E (Yn) = np varhaté értékii és D (Y,) = o+/n szérdsti normalis eloszldst kdvet (ahol a
kozelités nyilvdnvaldan anndl jobb, minél nagyobb az n értéke). Az illitast az

—n,
Fy, (y) =P (Yn <y) = Fno,1) (yaﬁu)

®3)

alakban is megfogalmazhatjuk.
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Elmélet

2. Megjegyzés (Optimalis mintavétel mérete)

Az 1. tétel jelSléseinél és feltételeinél maradva, a (2)-es képlet alapjan felirhatjuk, hogy

Yn— nu
P (‘07\/5‘ < X) ~ Fpr,1) (X) = Faro,1) (=X) = 2Far(0,1) () — 1, (4)

amit még a szemléletesebb
o
<x—= | 2 2PN, (x) — 1 (5)

P -d <

alakra is hozhatunk. fgy olyan Osszefiiggést kaptunk, amely alkalmas arra, hogy
azonos eloszldst és véges szdérdsu fliggetlen valésziniiségi valtozékbdl 4ll6 sorozat
esetében meghatdrozzuk azt az n szdmot, amelyre adott o € (0, 1) szignifikanciaszint
mellett a valtozok szamtani atlaga 1 — « valdsziniiséggel az € > 0 kiiszobhatarnal
kevesebbel tér el a valtozdk kozos p varhatd értékétdl.

® Tekintsiink néhany példat a 2. megjegyzésbeli optimalis mintavétel
meghatdrozasara!



Kozponti/centralis hatareloszlds tétel
Megoldott feladatok

1. feladat

Hany kisérletet kell elvégezni ahhoz, hogy valamely A véletlen esemény relativ
gyakorisaga 0, 95 valésziniiséggel 0, 05-nél kevesebbel térjen el az ismeretlen
p = P (A) # 0 valdsziniiségtdl?

Megoldas

® Az A eseményt az
0 1
X
( L )
Bern (p)-eloszldst valdsziniiségi véltozéval irhatjuk le.

® Ekkor egy n hossziisagi fiiggetlen kisérletsorozat az {X; ~ Bern (p)}_;

fiiggetlen, azonos eloszlasd, p = p varhaté értékii és o = \/p (1 — p) szérdsu
valészinliségi valtozékbdl allé mintavételt jelenti.

® Mivel a p valdsziniiséget nem ismerjiik, ezért a p (1 — p) szorzatot annak

legnagyobb lehetséges értékével, az % szammal, helyettesitjiik.

® Vegyiik észre, hogy az n kisérlet sordn az A esemény bekovetkezéseinek szamat az

Yn = XH:X,-
=il

valészinliségi valtozéval reprezentalhatjuk!
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Megoldott feladatok

Megoldas — folytatas
® Ekkor az 1. tétel minden feltétele teljesiil és alkalmazhatjuk a 2. megjegyzésbeli
(5)-6s becslést az optimalis mintavétel n méretének meghatarozasara.

® Ezek szerint 1 — a = 0,95 = 2Fr(0,1) (x) — 1, ahonnan
Fio,1) (x) & 0,975 = x = Fyty 1 (0,975) ~ 1,950963984540054;
a kiliszobhatdrra pedig az

1
1 0,979981992270027
— x-Z_ ~1,959963084540054 - 2 — 1220227l g o5

vn Vv/n V/n

feltételt kapjuk, ahonnan az optimalis mintavétel nagysdgdra az

&

~
~

[ ( 0,979981992270027

2
) = [384, 145882069412503] = 384
0,05

kozelitd értéket kapjuk.
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Megoldott feladatok

Megoldas — folytatas

® A valdsziniiségi valtozdk felépitése mellett a feladat f6 megoldaskulcsa az
F/(fzo,l) (0,975) inverz érték meghatdrozdsa. Ezt megtehetjiik a 3. labor
anyagdban ismertetett numerikus inverzids algoritmusok valamelyikével, vagy
hasznalhatunk egy elére elkészitett standard normiélis eloszlasfiiggvény-értékeket
tartalmazdé tablazatot, illetve haszndlhatjuk a MATLAB® beépitett norminv
parancsat is, ahogy azt a

% the threshold e

epsilon = 0.05;

% the significance level «
alpha =1 — 0.95;

% let the standard deviation o be equal to

% the maximal value of the function /p(1—p), p€[0,1]
sigma =1 / 2;

% calculate the probability u=1- &
u=1— alpha / 2;

% determine the inverse value F/C’}O 1)(u)
x = norminv(u, 0, 1);

. i xo \ 2
% calculate the optimal samplesize n= —

€
n = round( (x * sigma / epsilon)"2 );

kédrészlet mutatja.
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Megoldott feladatok

2. feladat

Ugyanazon gyartassorozatbdl szarmazé azonos tipusti processzorok drajelét ellendrizve,
nagyszamu megfigyelés utdn a mérnokok azt tapasztaltdk, hogy a legyartott
processzorok érajele p = 2800MHz varhaté értékl és o = 708MHz szdérdsi normalis
eloszlast kovet. Ezzel a mindségi szinttel megelégedve, a mérnokok a processzorokat
gyarté automatizalt gép kalibraldsat befejezték. Nyilvan elengedhetetlen, hogy tovabbi
gyartasi folyamatok min&ségét is ellenérizzék, viszont mindezt egy optimalis méretii
mintavétel alapjan szeretnék megtenni (gy, hogy elkeriiljék a kalibralds soran
végigszenvedett hatalmas munkat.

A tovabbi gyartasi folyamatok sordn hany processzort kell tanulmanyoznunk ahhoz,
hogy 90%-os bizonyossaggal allithassuk azt, hogy a megvizsgalt processzorok
6rajeleinek szamtani atlaga a fenti idedlis varhaté értékhez képest maximalisan annak
8%-val térjen el?



Kozponti/centralis hatareloszlds tétel
Megoldott feladatok

Megoldas

® Jeldlje {X; ~ N (u,0)}7_; a megvizsgalt, egymdstdl fiiggetleniil legyartott
proceszszorok drajelét.

® Ekkor az drajelek szamtani dtlagat az

7Y,,_ ZX

valészinliségi valtozdval irhatjuk le. Erre a 2. megjegyzés feltételei teljesiilenek és
az (5)-6s kozelitd képlet, valamint a feladat feltételei alapjin a

0,9=1-a
=2Fpr0,1) (x) =1
Ya 4
~P (|2 —pl < x—
( n ”‘ Xﬁ)

Osszefiiggésre jutunk, ahol p = 2800, o = 708, a kiiszobhatdrra pedig az

a:x%:0,08~u:224

megszoritast kapjuk.
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Megoldott feladatok

Megoldas — folytatas

® Mindezek fliggvényében az

~ FoL &Y = ot ~
x % Ftony (1= 5) = Fafo.y (0,95) ~ 1,644853626951473,

2
o [(L") } = [27,028689691758689] = 27
&

szamértékeket kapjuk, azaz elégséges csak 27 darab — taldlomra kivalasztott —
processzor Orajelét ellendrizni.
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Lead3si hatdrid8: 2022. november 28. — december 2. (a megfelelé laborérékon)

1. feladat

A nyers erd (brute-force) mdédszerét hasznalva, irjatok egy-egy szimulaciét az
elméletileg megoldott feladatok eredményeinek gyakorlati aldatdmasztasara!

2. feladat (elméleti megoldas is sziikséges az implementaciéhoz)

Felhaszndlva a centrdlis hatareloszlds tételét, adott « € (0, 1) szignifikanciaszint
(vagyis 1 — « valésziniiség) mellett szerkesszetek megbizhatésagi intervallumot:

® a p-paraméterii geometriai eloszlds ismeretlen p € (0,1) paraméterére;
® a \-paraméterili Poisson-eloszlas ismeretlen A > 0 paraméterére;
® az
49(1-20x), x€[0,%],
0, x¢0,5]

slirliségfliggvényli valdszinliségi valtozé ismeretlen 6 > 0 paraméterére.

fx (x) =

Megjegyzés. Az egyes eloszldsi mintdk generdldsa sordn a fenti ismeretlen
paramétereket is tekintsétek adottaknak, majd az egyes megbizhatdsagi intervallumok
végpontjainak meghatarozasa soran feltételezzétek azokat ismeretlennek és
ellenérizzétek, hogy az ,elfelejtett” paraméterértékek beleesnek-e az altalatok
szerkesztett megbizhatdsagi intervallumokba. Mindkét esetben szamoljatok legalabb
7000-elemii mintavétellel.
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