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Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

® Az egymintds U- és T-tesztek esetén valamely normilis eloszlasi valészinliségi
valtozd ismeretlen elméleti varhatd értékére fogalmaztunk meg hipotéziseket,
amelyeket vagy intervallumbecsléssel, vagy a szignifikanciapréba alkalmazasaval
ellendriztiink.

® A mostani célunk olyan statisztikai eszkozt biztositani, amellyel az adott normalis
eloszlasd valdszinliségi valtozé ismeretlen elméleti szérasira (vagy
szérasnégyzetére) szerkeszthetiink megbizhatdsdgi intervallumokat.

® Ennek érdekében tekintsiik az aldbbi tételt!

1. Tétel (Egymintas x2-préba valésziniiségi valto

Tekintsiik az X ~ N (u, o) valésziniiségi valtozénak az n-elemii (n > 2) fiiggetlen
{X; } __, mintavételét, ahol € R és o > 0! Ekkor a

z n—1)a2
va= 530 (x5-X) =T 8
j=1

(e

n
valésziniiségi véltozd x2 (n — 1,1)-eloszlast, ahol X = 1 Z j tovdbbra is a becsiilt

varhaté értéket, mig
n

2=-1-3(%-%)°

n— =i

a becsiilt korrigalt szérasnégyzetet jeloli.



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

® Az egymintas x2-préba alkalmazasst az aldbbi feladat megoldasabél sajatithatjuk
el.

1. Feladat (Egymintas x2-préba)

Tekintsiik az X ~ N (y, o) valésziniiségi valtozénak az n-elemii fiiggetlen {Xi},
mintavételét (n > 2), ahol a o > 0 elméleti szérdst ismeretlen paraméternek
feltételezziik! Az o € (0, 1) szignifikanciaszint mellett dontsiik el a

Ho : 02 = 03
nullhipotézis helyességét a
Hy : 02 # op (kétoldali préba),
H; : 0® > o (jobb oldali préba),
Hp : 02 < o3 (bal oldali préba)

lehetséges alternativ hipotézisekkel szemben, ahol oo > 0 egy altalunk
megfogalmazott tipp az ismeretlen o szérasra. Ugyanakkor szerkessziink mindhdarom
esetben megbizhatdésagi intervallumot az ismeretlen o paraméterre, valamint
alkalmazzuk a megfeleld szignifikanciaprébakat és implementaljuk is az igy kapott
hipotézisellenérzé mddszert!



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas

|

e A feladat megoldasat az (1)-es x2 (n — 1,1)-eloszldst valésziniiségi valtozéra
vezethetjlik vissza.

® Ekkor a 2. labor anyaga alapjan a x? (n — 1, 1)-eloszl3s siirliségfiiggvényét és
eloszlasfiiggvényét az

— n—1
fomy () =14 22 T(5)

illetve az

FX2(n71,1) (X) = / x2(n—1,1) (t)dt

(oo}
X p—3 _t
t 2 e 2dt, x>0,
nl)

alakra hozhatjuk.



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas — folytatas

® Ezért a tovabbi szamitdsainkat a (0, +00) tartomanyra kell korldtoznunk.

® Ennek megfeleléen, amikor a Hy : 02 = crg nullhipotézishez a Hj : 02 # 0(2)
kétoldali alternativ hipotézist tarsitjuk, akkor a V,, valtozéra szerkesztett
megbizhatdsagi intervallumot mar nem feltételezhetjiik az origéra nézve
szimmetrikusnak, ahogy azt eddig tettiik az egy- és kétmintds U-, illetve
T-prébak esetén.

® Hasonléan értelmetlen lenne a Hy : 02 = O'S és H; : 0% > o*g hipotézisparositds
(azaz jobb oldali préba) esetén azt feltételezniink, hogy a V), valtozét magdba
foglalé konfidenciaintervallum alsé végpontja a —oo.



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas — folytatas

® Mindez viszont kénnyen orvosolhatd, ha az adott a € (0, 1) szignifikanciaszint
altal eredményezett

2 _ =il
Xg = Fapoy (3):
2 _ -1 Je
Xl*% - FXZ(n—l,l) (1 - %)’ (2)
X2 = F3;! (1—a)
=@y x2(n—1,1) i)l
ng = FXZ(,,,].J) (o)

kvantilisek segitségével a két-, a jobb és a bal odali prébak alkalmazdsakor a V,
valdszinliségi valtozéra rendre az aldbbi megbizhatdsagi intervallumokat
fogalmazzuk meg:

e Vhe (an;im Vn,;ax) = (X2%aX§7%>;

© V" € (Vtiﬁn’v'j”;“ax) = (O’X%fa);
o Vo€ (Vr[v)ﬂn7 Vr?1a><) = (Xi,+0<>)-



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas — folytatas

® Vegyiik észre, hogy a kétoldali préba esetén az 5 és 1 — 5 valésziniiségek a
(0,1) intervallumban az L ¢rtékre nézve szimmetrikusak, tovabbé a lehetetlen
eseményt a 0-val és nem a —oo szimbdlummal reprezentaltuk!

® Ugyanakkor a késébbi szamitdsok és implementalds alkalmaval tigyeljiink arra,
hogy a (2)-es kvantilisek 2-es fels6 indexe nem hatvanykitevét jeldl, hanem
egyszeriien csak a y2-eloszlasnévre utall

® Felhasznilva a V, véltozé alakjat és a fenti konfidenciaintervallumokat, egyszerii
atalakitdsokkal az olvasé konnyen beldthatja, hogy a két-, a jobb, és a bal oldali
X2-prébak esetén az ismeretlen elméleti o szérasra rendre az aldbbi
intervallumbecsléseket kapjuk:

n—1 n—1
° (ak- ,arknax) =1|0o 5 , O 5 ;
min X1,% X%
: : _ /n—-1
<0Jmin70Jma><> = <U 27+00>§
X1—a

n—1
L4 (Urt:]invo—r%ax) = <070 > >




Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas — folytatas

® Amennyiben a Hp : 02 = 03 nullhipotézist igaznak feltételezziik, akkor
mindhdrom préba esetén a

(n—1)3?

0 _
vV, = -
0

n

érték kozds, amit a probak y2-értékének is neveziink.

® A kétoldali szignifikanciaprébahoz tartozé p-érték kiszamitasanal is ligyelniink
kell, hiszen az f >(,_; q) siirliségfiiggvény alakja mar nem szimmetrikus sem az
oordinata-tengelyre, sem barmilyen mas fiiggdleges tengelyre nézve.

® Ezért az eddigi szignifikanciaprébdkhoz képest, a jelen esetben, a kétoldali
szignifikanciapréba p-értékét a

pe=2min {P (Vo < V2| Ho) ,P (Vo> V2| Ho)}

= 2min {FX2(n71,1) (Vno) 1= FX2(n71,1) (V/?)}

alakban hatdrozhatjuk meg, a jobb és bal odali szignifikanciaprébak p-értékét
pedig a mar ismerés mdédon:

© pj=P(Va>VP| Ho) =1=Fa(,1) (V7);

® pp=P (Vo< V]| Ho) = Fagn_1,1) (V7)-



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

Megoldas — folytatas

® Minden a € {k, j, b} oldali x?-préba esetén a mar megszokott minta alapjan
donthetiink: amennyiben V9 € (Vr?\im v,?,ax), vagy og € (Ufﬂin,cr;’nax), akkor a

Ho : 02 = 03 nullhipotézist, maskiildnben a H, : o2 op, o3 alternativ hipotézist
fogadjuk el.

® Hasonldképpen, az a € {k,j, b} odald szignifikanciapréba esetén, ha p, > «,
akkor a Hp : 0 = o3 nullhipotézist, ellenben a H, : 02 op, o7 alternativ
hipotézist fogadjuk el.

® A most vazolt, ismeretlen elméleti szérdsra vonatkozd, egymintds xz—pro'ba
kétoldali esetét az 1. kddrészletben listaztuk.

® A forraskdd befejzését kitiizott feladatként az olvaséra bizzuk. Vegyiik észre,
hogy a kédrészlet a y?-eloszlas eloszlasfiiggvényét és annak inverzét kozelitd
chi2cdf, illetve chi2inv MATLAB®-beli fiiggvényekre épiill



Implementalas — |

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

1. Kédrészlet. Az egymintds x2-négyzet préba részleges MATLAB®-peli imple-

mentalasa

Description

The function performs a one—sample Xz—test of the null hypothesis HO:JZ:US that the
data in the vector X:{Xj}j'.’zl comes from an N (pu,o0) distribution , where the

theoretical

The test
parameter

Input

X = {XJ}::1 -

sigma_0

alpha
tail

is
ta

standard deviation o >0 is an unknown parameter.

performed against the alternative hypothesis specified by the input
il.

an independent and identically distributed sample of the normal

distribution N (u,0), where the theoretical standard deviation o >0

is unknown

denotes the guess og of the user for the unknown theoretical standard
deviation o

represents the significance level a € (0,1)

a parameter that can be set either by one of the strings 'both',
"right ', 'left ', or by using one of the numbers 0, 1, —1 (it determines
the type of the alternative hypothesis)
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Implementalas — |l

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

% —
% Output
% —

- ) . . (17"
% ci-chi2 — confidence interval for the random variable \/,,:72

o

% ci-std — confidence interval for standard deviation o
% chi2_value — value of the test, assuming that the null hypothesis H():O'ZZO'S is true
% p-value — probability of observing the given result, or one more extreme, by
% chance if the null hypothesis H():UZ:OS is true (small p—values cast
% doubt on the validity of the null hypothesis)
% H — the code of the accepted hypothesis (0 = null hypothesis,
% 1 = alternative hypothesis defined by the input parameter tail)
%
function [ci_chi2, ci_std, chi2_value, p_value, H] = Chi2Test(X, sigma_0, alpha, tail)

% check the validity of input parameters!

% get the size of the sample {X;}7_
S j=1
n = length(X);

1 n N2
% calculate the sample variance 52 = (X-—X
sigma_2_ = var(X);

(n—1)52

2
%0

% calculate the chi2—value V,?:
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63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

chi2_value =

% calculate the confidence intervals
switch (tail)

end

case {'both’
% determin

ci-chi2 (1)
ci-chi2(2)

, 0}

e the confidence interv

(n—1) % sigma_2_ / sigma.0"2;

2 _ g1 a) 2 _
al (X%_Fx (n711)<2)>X1,g Fe
= chi2inv(alpha/2, n—1);
= chi2inv (1 — alpha/2,

n—1);

Implementdlas — |1

Egymintas Xz—préba az ismeretlen elméleti szérdsnégyzetre

n—1
% store the end points of the confidence interval

X

1—

ci-std (1)
ci_std (2)

sqrt((n — 1) * sigma-
sqrt((n — 1) * sigma._

2./ ci-chi2(2));
2./ ci- ch|2( )

% calculate the p—value p:2min{FX2<n*1 1)(V,?),17FX2(N71 1 (V,?

probabilit
p-value =

case {'right’,

case {'left’

y = chi2cdf(chi2_value ,
2.0 * min(probability ,

1}

, —1}

n—1);

1 — probability);

n—1

)}
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Implementalas — IV

Egymintas x>-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetre

% make your decision based on confidence intervals , and note that, the
% condition (sigma.-0 > ci-std (1) && sigma_.0 < ci_std (2)) would also be correct!
H = "(chi2_value > ci-chi2 (1) && chi2_value < ci-chi2(2));

% do you have any doubt? — if yes, then apply the corresponding significance test!
if (p-value < alpha)

disp ('Warning:_small_p—value_cast._doubt_on_the_validity of_the_null—hypothesis!");
end



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

Emlékezziink arra, hogy a kétmintds T-préba alkalmazdsa sordn két ismeretlen
paraméterezésii, fiiggetlen normilis eloszlds elméleti varhatd értékét
hasonlitottuk &ssze fiiggetlen mintavételi adatok alapjan tgy, hogy két esetet
kiilonboztettiink meg aszerint, hogy az eloszlasok ismeretlen elméleti szérasat
megegyezdnek, vagy kiilonbozdnek feltételeztiik!

Mi tobb, az esetszétvdlasztas a kétmintds T-préobat implementaléd TTest2D
fliggvény bemend paraméterlistajara is kihatott egy felhaszndlé &ltal dnkényesen
3llithaté equal_std nevii logikai véltozé formdjéban (lasd a 10. labor 2.
kédrészletét).

A fliggvényt felhaszndlé szamdara egyrészt sokkal kényelmesebb, masrészt adott
szignifikanciaszint mellett biztonsdgosabb is lenne, ha a két ismeretlen elméleti
sz6rds megegyezbségét taldlgatasok helyett valamilyen statisztikai prébaval
dontenénk el.

Amennyiben taldlndnk ilyen mddszert, akkor megszabadulhatnank a
hibalehet&séget rejté equal_std nevii logikai valtozétdl.

Amint hamarosan latni fogjuk, az aldbbi tételben bevezetett valdsziniiségi
véltozét a fenti ismeretlen elméleti szérasok Gsszehasonlitasdra hasznalhatjuk.



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

2. Tétel (Az F-proba valésziniiségi valtozoja)

Tekintsiik az X ~ N (p1,01) és Y ~ N (2, 02) fiiggetlen valésziniiségi véltozékat,
valamint ezeknek egy-egy fiiggetlen {X;}"; és {YJ}Ll mintavételét (m > 2, n > 2),
ahol p1,pu2 € R és 01,02 > 0! Ekkor az

=7 2
oy O

Fm,n = % . f% (3)
o @5

valdszinliségi valtozé (m — 1, n — 1)-szabadsdgfokt Snedecor—Fisher-eloszldst kovet.



Varhato értékre és szérasra vonatkozd prébak

Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

2. Feladat (Kétmintas F-prdba)

Tekintsiik az X ~ N (u1,01) és Y ~ N (2, 02) fiiggetlen valdsziniiségi véltozékat,
valamint ezeknek egy-egy fiiggetlen {X;}T; és {YJ}J":1 mintavételét (m > 2, n > 2),
ahol a p1, pup € R varhatd értékek tetszdlegesek, tovabba a 01,02 > 0 szérasokat nem
ismerjiuk! Legyen A\ = 2 Az € (0,1) szignifikanciaszint mellett dontsiik el a

a2

Ho: A=1
nullhipotézis helyességét a
Hi : A2 £ 1 (kétoldali préba),
H; : 2 > 1 (jobb oldali préba),
Hp : A% < 1 (bal oldali préba)

lehetséges alternativ hipotézisekkel szemben! Ugyanakkor szerkessziink mindhdarom
esetben megbizhatésagi intervallumot az ismeretlen elméleti szérdsok A aranyara,
hatdrozzuk meg az egyes esetekhez tartozé szignifikanciaprobdk p-értékét, tovabba
implementaljuk is ezt a statisztikai médszert!
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Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

Megoldas

® MindenekelStt vegyiik észre, hogy a null- és a lehetséges alternativ hipotézisek
pontosan azt fejezik ki, hogy az ismeretlen o1 és oo elméleti szérasok
megegyeznek (Hp), kiilonboznek (Hy), o1 > o2 (H;), illetve o1 < o2 (Hp)! Tehat
az aldbbiakban vazolt kétmintds F-proba esetén valdban az ismeretlen elméleti
szérasok Osszehasonlitasardl beszélhetiink.

® A feladat megolddsihoz a (3)-as F (m — 1, n — 1)-eloszlast valdsziniiségi
valtozét haszniljuk fel.

. 7 (e 7 , 7 7z z 7z
® Vegyiik észre, hogy a A\ = A arany segitségével a valtozoét az
02

1 =2
Fm,n = 32 %
A2 o5
alakra hozhatjuk!

® A 2. |labor 39. oldaldn bevezetett Snedecor—Fisher-eloszlas siirliség- és
eloszl4sfiiggvényét tanulmdnyozva, konnyen beldthatjuk, hogy csak a (0, +00)
intervallumon dolgozhatunk, azaz egy teljesen hasonlé jelenségbe iitkoziink, mint
az 1. feladatban leirt egymintds x2-préba esetén.
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Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

Megoldas — folytatas

® Ezek szerint az

fo =

=i o
F}"(mfl n—1) (1 5)7 (4)
=il
Ff(mfl,nfl) (1706)’
1
F F(m—1,n— l)( )

kvantilisek segitségével, a két-, a jobb és bal oldali F-prébak esetén az Fp, ,

valdszinliségi valtozéra rendre az

° an € (mln7 max) = <f%,f1,%>;
° Fm n € (fmln7 frjnax) = (Oa flfn);

o an € (mln’ max) = (ﬂ,,+oo)

megbizhatdsagi intervallumokat kapjuk, amelyek alapjan konnyen adédnak az
ismeretlen elméleti szérdsok A aranydra is az aldbbi intervallumbecslések:
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Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

Megoldas — folytatas

1 o1 1 o1
N Miax) = 22—
* (i Amax) fia 02 \/E o2
2
P i 1 o1
° </\Jmin7)‘Jmax> = < 7. ‘0_2,+OO>;

[y

o

® Haa Hp : A2 = 1 nullhipotézist igaznak feltételezziik, akkor megkaphatjuk az

F-préba
5
0 — 1o _o1
mn= 1 52 " 72
2 2

f-értékét.
® Amennyiben a két-, a jobb, vagy a bal odali szignifikanciaprébat alkalmazzuk,
akkor rendre az alabbi p-értékeket kell figyelembe venniink:

® Py = 2min {F}_(mfl,nfl) (Frgn) 71 - F]—'(mfl,nfl) (Fr(r)rn)}
® pj =1~ Fr(m_1,0-1) (Fhn)i
® pp = F}'(mfl,nfl) (Frgv,n)'
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Kétmintads F-préba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

Megoldas — folytatas

® Barmely a € {k,j, b} oldald F-préba esetén a mar megszokott médon
donthetiink: amennyiben F,?,,,, € (f;im fn‘:ax), vagy 1 € ()\;in, /\fnax), akkor a

Ho : A2 = 1 nullhipotézist, maskiildnben a H, : A2 op, 1 alternativ hipotézist
fogadjuk el.

® Az a € {k,j, b} odald szignifikanciapréba esetén, ha p, > a, akkor a Hp : \> = 1
nullhipotézist, ellenben a H, : A2 op, 1 alternativ hipotézist fogadjuk el.

® A fent vazolt statisztikai médszer kédolasat kitlizott feladatként az olvaséra

bizzuk! Segitségképpen a 2. kédrészletben megadtuk az implementdlandé
fuggvény leirasat és fejlécét.
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Fejléc — |

Kétmintds F-proba az ismeretlen elméleti szérasnégyzetek sszehasonlitasara

részlet. A kétmintas F-pi

Description

2

(o8
The function performs a two—sample F—test of the null hypothesis HO:AZ:—;:I

[op

2
that the data in the two independent samples X = {X;}/7; and Y:{Yj}j’.’zl, of

random variables X ~ N (u1,01) and Y ~ N (u2,02), come from distributions
with equal theoretical standard deviations.

The test is performed against the alternative hypothesis specified by the input
parameter tail.

Input

X = {X;};"Zl — an independent and identically distributed sample of the normal
distribution N (u1,01), where o3 >0 is unknown
Y = {YJ}J,':l — an independent and identically distributed sample of the normal

distribution N (u2,02), where o >0 is unknown

alpha — represents the significance level a € (0,1)
tail — a parameter that can be set either by one of the strings 'both',
"right ', ’'left ', or by using one of the numbers 0, 1, —1 (it determines

the type of the alternative hypothesis)
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% Output
[
% ci-f

%

% ci_-lambda —

% f_value
% p-value

function

[ci-f,

Fejléc — 11

Kétmintds F-préba az ismeretlen elméleti szérdsnégyzetek Gsszehasonlitasara

=2

1 o

confidence interval for the random variable Fmv,,:§<j;
T

2

. . . o1 .
confidence interval for the ratio A= — of the theoretical standard
o2
deviations
value of the test, assuming that the null hypothesis Ho:/\2:1 is true
probability of observing the given result, or one more extreme,
by chance if the null hypothesis H0:>\2:1 is true (small p—values
cast doubt on the validity of the null hypothesis)
the code of the accepted hypothesis (0 = null hypothesis,
1 = alternative hypothesis defined by the input parameter tail)

ci_-lambda, f_value, p-value, H] = FTest2D(X, Y, alpha, tail)



Kitlizott feladatok
Lead3si hataridé: 2022. december 19-23. (a megfelel8 laborérakon)

1. feladat

® Egy prémium mindségli szarvasgombds olajokat gyarté vallalat termékeinek
vizsgdlata sordn az ellenérok véletlenszeriien kivalasztottak néhany 100 milliliteres
liveget, majd lemérték azok olajtartalmat. A milliliterben kifejezett értékeket az

X = [100.8,102.5,98.2,97.5,99.1,99.4,100.9, 95.6,99.3,99.1, 98.3,
99.6,96.2,99.0,100.8,97.5, 99.3, 97.2, 98.7, 98.2, 9.0, 98.6,
98.8,97.3,100.6, 99.3, 96.5]

tomb tartalmazza.

® Tudva, hogy az livegekben levé szarvasgombds olaj mennyisége normilis eloszlast
kdvet, 96%-os valdsziniiség mellett dontsétek el, hogy megvizsgilt livegekben
levé szarvasgombds olaj mennyiségének elméleti hibdja meghaladja-e az eldirt
maximalis 1.2 milliliteres értéket!



Kitlizott feladatok
Lead3si hataridé: 2022. december 19-23. (a megfelel8 laborérakon)

2. feladat

® A Fogyasztévédelmi Hivatal emberei a kardcsony el6tti razzia alkalmaval
ellendrzést tartanak két cukrdszddban. A vizsgdlat soran taldlomra kivdlasztanak
néhany 750 grammos karacsonyi siiteményvalogatdst tartalmazé dobozt és
lemérik azok sulyat. A mérések grammban kifejezett eredményét az
X = [750, 753, 747, 748,751,748, 751, 753, 752, 749, 750,
753,748,752,748,752,749,751, 750, 749],
Y = [746,753,747,751,751, 747,748,745, 754, 747,744,
748,750, 747, 748, 746, 754, 752, 745]
tombok tartalmazzak.

® Tudva, hogy a siiteményes dobozok siilya normailis eloszlast kovet, dontsétek el
az a = 0.05 szignifikanciaszint mellett, hogy a két cukrdszda esetén a siiteményes
dobozok silydnak ismeretlen elméleti szérasa kiilonbozik-e, vagy sem!

® Az el6z8 alpont eredményét felhaszndlva, dontsétek el 91%-os biztonsiggal, hogy
az elsd cukraszda esetén a siiteményes dobozok atlagos siilya nagyobb-e, mint a
masodik cukraszda esetén!
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