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Illeszkedésvizsgalat

El6zetes
A statisztikai sokasdgokat altaldban valamely Y kvalitativ (minéségi), vagy
kvantitativ (mennyiségi) jellemzd alapjén tanulmanyozzuk.
Legyen k az Y jellemzé osztdlyainak szama és jeldlje E; azt az eseményt,
miszerint a sokasagnak egy taldlomra kivdlasztott egyede éppen az i-edik
osztalyhoz (i =1,2,..., k) tartozik!
k
Nyilvdn, a p; = P (E;) jeloléseket (i =1,2,...,k) haszndlva, a > p; =1
i=1
azonossagot kapjuk.
A tovabbiakban azt feltételezziik, hogy az ismeretlen elméleti {p,-}ff:1
valésziniiségek egy bizonyos — altalunk helyesnek tartott — elméleti eloszldsnak
megfeleléen viselkednek.
Feltételezésiink helyességének eldontése érdekében a
0) .
Hoipi=p", i=12... k )
nullhipotézist és a
. 0
Hi:3ip € {1,2,... Kk} pjy #p 2)

k
alternativ hipotéziseket fogalmazhatjuk meg, ahol {p } az osztalyok

altalunk feltételezett elméleti bekovetkezési valoszmuseget jeloli.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes
Tekintsiik a vizsgalt sokasagnak egy n-elemii fiiggetlen {YJ}J":1 mintavételét!
Ekkor meghatdrozhatjuk az osztalyok {n,-}f-;l abszolut gyakorisagat, vagyis
megszamolhatjuk, hogy az adott mintavétel esetén hanyszor kovetkeztek be az
{E,'}f;l események. Az igy kapott abszolit gyakorisigokhoz az {N,'}ff:1
valészinliségi valtozdkat tarsithatjuk.
Tehat a vizsgdlt Y kvalitativ, vagy kvantitativ tulajdonsagbdl kiindulva, egy
k-allapotd, multinomidlis eloszlasd N (N1, No, ..., Ni) valdsziniiségi vektort
kaptunk, amely eloszlasat a
n!
P(Ni=ni,Np =np,... Ny =)= —————-p1"pp"-....p"k  (3)
ni'nmp! ... ng!

k k
valészinliség adja, ahol n=>"n;, 0<n; <n, > p;=1.
i=1 i=1

OSszegezve a fentieket, beldthatjuk, hogy az (1)-es nullhipotézis valéjdban egy
multinomidlis eloszldsi valdszinliségi vektor paraméterezésére ad tippet.

Nagy elemszdmi mintavételek esetén a (3)-as képlet kiértékelése tilsdgosan

koltségesnek bizonyul. igy hatékonyabb mddszerre van sziikségiink a feltevésiink
ellenbrzésére. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd tétel.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes

1. Tétel (Az illeszkedést ellenérzé y>-prébak valésziniiségi

valtozdja)

Az el6z6 oldalakon bevezetett jeloléseket hasznalva a
k 2
2 (Ni — npi)
X = (4)
I‘g]; npi
valésziniiségi valtozé x2 (k — 1,1)-eloszldst kdvet, amikor n — oo.

Az dllitds igazolasat megtaldlhatjatok a nyomtatott jegyzet 199-201., illetve az
elektronikus valtozat 206—208. oldalain!



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes

® Amint hamarosan lstni fogjuk, a (4)-es x? (k — 1, 1)-eloszlasii valésziniiségi
valtozét mar kényelmesen haszndlhatjuk mind diszkrét, mind folytonos eloszlasok
illeszkedésvizsgdlatara.

® A tovabbiakban ismertetendd hipotézisellenérzé prébak esetén kiilonbséget
tesziink aszerint, hogy a nullhipotézisben feltételezett elméleti eloszlds minden
paraméterét, vagy azoknak csak egy részét, vagy esetleg egyiket sem ismerjiik.
Amennyiben minden paramétert ismertnek feltételeziink, akkor az
illeszkedésvizsgalatot nemparaméteresnek, maskiilonben paraméteresnek
nevezziik.

® Paraméteres illeszkedésvizsgalat esetén a rendelkezésiinkre 3l n-elemii,
fuggetlen {YJ}J":1 mintavételbdl adhatunk pontbecsl/ést az ismeretlen

paraméterekre Ugy, hogy a mintavételi elemekbdl alkotott folytonos, vagy diszkrét
valdszinliségi vektor egylittes sliriiség-, vagy relativ gyakorisdg fiiggvényét
maximalizaljuk az ismeretlen paraméterek szerint. Az igy megbecsiilt
paraméterek szdma tovabb csdkkenti a (4)-es valdsziniiségi valtozd
szabadsagfokat, pontosabban fogalmazva, ha az optimalizacids folyamat soran
Ssszesen 0 < £ < k — 1 paramétert hataroztunk meg, akkor a (4)-es x?-eloszlast
valdsziniiségi valtozé szabadsigfoka k — 1 — £ lesz!

® Ezt a pontbecslési eljarast a maximum-likelihood mddszerének nevezziik, és azért
ad optimilis kozelitést az ismeretlen paraméterekre, mert, ha a maximalizacié
sordn kapott paramétereket helyettesitjiik az egyiittes siiriiség-, vagy relativ
gyakorisag fliggvénybe, akkor azt érjiik el, hogy a rendelkezésiinkre 3ll fiiggetlen
{YJ-}J'.;1 mintavétel bekovetkezése lesz a legvaldsziniibb az 6sszes lehetséges
n-elemii mintavételek koziil.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

® A tovabbiakban tekintsiink néhdny megodott példdt a maximum-likelihood
pontbecslési médszer alkalmazasara!l

1. Megoldott feladat (Exponencialis eloszlas)

A maximum-likelihood médszerével adjunk pontbecslést az Exp (A)-eloszlas ismeretlen
A > 0 paraméterére!

Megoldas

® Tekintsiik az adott eloszlasnak egy n-elemii, fiiggetlen {YJ}anl mintavételét!
Felhasznélva az {YJ}J":1 valésziniiségi véltozdk fiiggetlenségét, valamint az
Exp (X)-eloszlds siiriiségfiiggvényét, az Y (Y1, Yo, ..., Ya) valésziniiségi vektor
egylittes siirliségfiiggvényére az
e e ALY
fy()\;yl,yz,.,.,yn)zl_[(/\e VJ) =Ae =1y >0,y2>0,...,y,>0
Jj=1
kifejezést kapjuk, amelyet a tovdbbiakban a \ paraméter szerint maximalizalunk.
® Az egyszeriiség kedvéért, a tovabbiakban elhagyjuk az yi, y», ..., y, valtozdk

felsorolasat az egyiittes siirliségfiiggvény argumentumabdl, mert az optimalizicié
sordn amugy is konstansként kezeljiik ezeket az értékeket.



Illeszkedésvizsgalat
El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Vegyiik észre, hogy az fy () fiiggvény ugyanazon szélséértékhelyekre veszi fel az
optimumait, mint a jéval egyszeriibben kezelhetb In (fy ()\)) fuggvény.
® Ezért maximumpont keresése végett, elégséges a

iy (V)
82
oz ()

N
o

rendszert megoldanunk.

® A rendszer els6 feltételét a

J=1
alakra hozhatjuk, amelybdl a
= n
A= — >0
2
j=1

szélséértékhelyet kapjuk.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas
2 n n
fy (A = —— =——
(fv ( ))‘ s )\Z‘A:X 2 <0,

® Mivel
0
5 In
X A—
kovetkezik, hogy a A = \ szélsértékhely valéban maximumpontot hatdroz meg.

® Tehat az azonos Exp (\)-eloszldsu és fiiggetlen {YJ}J":1 mintdk esetén az eloszlas
1

7Yn):7
noy: o
271 J %ZYJ

ismeretlen elméleti \ paraméterének kozelitésére a
n
j

A=A(Y1,Ya,...

becsl8képletet (masképpen statisztikdt) hasznalhatjuk.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

2. Megoldott feladat (Binomialis eloszlas)

A maximum-likelihood médszerével adjunk pontbecslést a Bino (m, p)-eloszlas
ismeretlen p € (0,1) paraméterére, ahol m > 1 ismert természetes szdm!

Megoldas

® Tekintsiik az adott eloszldsnak egy n-elemii, fiiggetlen {Yj}]’;1 mintavételét!

°* Az {Yj}j":1 valészinliségi valtozék fiiggetlensége és a Bino (m, p)-eloszlds

f(pim,y)= (’;)py(l—p)m’y, y€{0,1,...,m}

relativ gyakorisag fiiggvénye alapjan az Y (Y1, Y2, ..., Yn) valdsziniiségi vektor
egylittes siirliségfiiggvényére az

m g J . J
fr(pimyyeoy) = (P =T[(7) -7 @=p)
j=t

kifejezést kapjuk.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Az 1. feladatbeli meggondoldsokhoz hasonléan, az ismeretlen p € (0, 1)
paramétert a

Sy () = o
82

p 9p2
feltételek alapjan hatarozzuk meg.

In(fy(p)) < 0

® A rendszer elsé feltételébdl a

—In(fy p))—— ZIn(( ))+|n P> yi+ [ am =3y | In@-p)
j=1 j=1
i 2 1 2
—;;yjflfp nmf;yj =0

egyenletet kapjuk, amelyet a



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

n
>
j=1

p =
1_ n
P nm— >y
j=1

alakra hozhatunk, amibdl az aranyparok egyszerii tulajdonsdgat felhasznalva, a
1 ¢
V= Lt

széls6értékhelyet kapjuk.

® Az olvaséra bizzuk a )

aa—pz n(f ()| <0

p=p
egyenlétlenség kimutatdsat.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Végiil kijelenthetjiik, hogy a p = p szélséértékhely valéban maximumpontja az
egylttes sliriiségfiiggvénynek. Tehat az n-elemii mintavétel alapjan az ismeretlen
p paraméterre az

1
S=S(Y1,Y,...,Yn) = —S VY =
(Y1, Y2 ) mn;l 2

becsléstatisztikat ajanlhatjuk.

® Diszkrét valdsziniiségi valtozék esetén nem mindig lehetséges a relativ gyakorisdg
fliggvényt parcidlisan derivalni az ismeretlen paraméter szerint. llyenkor a
slirliségfliggvény maximumpontjat biztositd szélséértékhelyet egyéb mddszerekkel
kell meghataroznunk, példaul egymast kovetd, relativ gyakorisdg fliggvényértékek
osszehasonlitdsaval.

® Ugyanakkor folytonos valésziniiségi valtozék és vektorok esetén eléfordulhat,
hogy tdbb ismeretlen paramétert is meg kell hatdroznunk az (egyiittes)
slirliségfliggvény maximumpontjanak beazonositdsa végett. Erre ad példat a
kovetkezé vazlatosan megoldott feladat. A részletes szamitasok kivitelezését az
olvaséra bizzuk.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

3. Megoldott feladat (Kétdimenziés normalis eloszlas)

Alkalmazzuk a maximum-likelihood mddszerét az

2
X, Y)~ Ny (pp=| " | ,x=| 91 ProL72 1)
(X, ¥) 2(“ {uz poior o3
w1, p2 €R, 01,00 >0, p € [-1,1]

eloszlasu valészinliségi vektorra, ahol mind az 6t paraméter ismeretlen!

Megoldas

® A 2. labor leirdsdban mar Iattuk, hogy az (X, Y) binormalis valésziniiségi vektor
egylittes siirliségfiiggvényét az

1 C=p1)? 5 =m)ly=n2) | (y=n2)?
P BN c [ G S o o)
’ 2wo1024/1 — p? ’

(x,y) € R
feliilet adja.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Ezért a fliggetlen {(XJ =g, Vj = yj) ~ N2 (u, Z)}J’.’:1 mintavétel esetén, ilyen
eldallitasa egylittes siirliségfliggvényeket kellene Gsszeszoroznunk, majd az igy
kapott bonyolult kifejezést logaritmalnunk, olyan Osszeget kapva, amelyben a
binormalis slirliségfiiggvények természetes alapi logaritmusai jelennek meg, végiil
pedig az optimalizaciés feladat szempontjabdl az igy kapott 6sszegeket
parcialisan is kellene derivalnunk az ismeretlen paraméterek szerint.

® Sokkal egyszeriibb, ha elébb az f siirliségfiiggvény természetes alapu
logaritmusat parcidlisan derivéljuk mind az 6t ismeretlen paraméter szerint, majd
az igy kapott kifejezésbe behelyettesitjilk a mintavételi pontokat, végiil pedig
Osszegezziik az addédé kifejezéseket. Egyszeriien az elvégzendd miiveletek
sorrendjének felcserélésérdl van szé, amit megtehetiink, hiszen az
{(XJ =34, V= yj) };:1 mintavételbeli pontok fiiggetlenek egymastdl. (Vigyszat,
nem a komponensek (koordindtdk) fliggetlenségérdl van szd!)



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® A lIn(f) fiiggvény parcidlis derivéltjaira a

() = s (),

G ey) = s (IR X

(%ln(f(x,y)) - ,Uil 1_p2)<(x—u1 (X_Mz)viy u2)>’

%'”(f(x,}’)) = —Uiz 1p2)<(y pa)’ (Xmifyuz)>7

gpln(f(x,y)) _ 1_Pp2 (17p2)2 <(X—u1 ~ p(x—#;)li};—ﬂ2)
) s g

kifejezéseket kapjuk, és ekkor a maximum-likelihood médszere alapjan a



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

s>

0
_ﬂafm'”(f(szyj)) = 0
=
"9
Z@'"(f(xj%)) = 0,
Jj=1
n

0
Zaf,l'”(f(&‘%)) = 0
j=1
"9
‘ 8702|"(f(xj:yj)) =0
j=1

n

16)
;aﬁp'n(f(xm)) = 0

egyenletrendszert kell megoldanunk a széls6értékhelyek végett.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Helyes dtalakitasok utdn az

"> (%) (5 -)

J=t

N5

koordinatajii (X, Y, 5x, 5y, Fxy) szélsdértékhelyet kapjuk.



Illeszkedésvizsgalat

El6zetes: maximum-likelihood médszer alkalmazasa

Megoldas — folytatas

® Kimutathatd, hogy ez a szélséértékhely valdban maximumpont, és ekkor mar
nyugodtan haszndlhatjuk az

Rxy = n§1§2 z:; (XJ - Y) (YJ = 7)

statisztikdkat is az ismeretlen paraméterek mintavételi becslésére.

® Vegyiik észre, hogy az eredmény nem is annyira meglepd, hiszen a becsiilt
varhaté érték, a becsiilt szdrds, illetve a becsiilt korreldcids egyiitthaté kifejezését
kaptuk vissza!

® A maximume-likelihood mddszerének ismertetése utan térjiink vissza a
nemparaméteres és paraméteres illeszkedésvizsgilatra!



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

Nemparaméteres y>-préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

® Tekintsiik az els6 oldalakon bevezetett jeloléseket! Emlékezziink, hogy a
Ho:pi=p,i=1,2,...k

nullhipotézist helyességét kell eldonteniink a
. 0
Hy:3ip €{1,2,...,k}: pj # p/(o)

(0)

alternativ hipotézissel szemben, ahol 1§ p; a statisztikai sokasdgon

i=1
tanulmanyozott kvalitativ, vagy kvantitativ Y jellemzé k darab osztalydnak —
altalunk feltételezett — elméleti, bekovetkezési valdsziniiségét jeldli.

k
® Ebben a pontban a {pgo)} valdszinliségekrol azt feltételezziik, hogy az azokat
i=1

meghatdrozdé Osszes paramétert ismerjik. Példaul nemcsak azt allitjuk, hogy a
vizsgdlt sokasag az Y jellemzd szempontjabdl valamilyen gamma-eloszldst kovet,
hanem egytittal rogzitjiik a 2. labor anyagdban értelmezett G (a, b)-eloszlds a
alakparaméterének, valamint b skalazasi tényezdjének pontosnak vélt értékét is.



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

folytatas

® Az Y jellemzé szempontjabdl tanulmanyozott sokasdgnak egy n-elemii, fiiggetlen

{Yj}]’.’:1 mintavétele alapjan mar meghataroztuk az osztalyok {n,—}f-‘:1 abszoliit

k

gyakorisagat (> nj = n, 0 < n; < n), mi tobb ezekhez az {N,-}f-;l valdsziniiségi
i=1

valtozdkat tarsitottuk. Az 1. tétel kimondja, hogy ilyen feltételek mellett a

k 2
2 (N; — np;i)
o=y izl
=i np;
valésziniiségi valtozé x2 (k — 1,1)-eloszlast kdvet.

® Akarcsak az eddigi prébdk soran, a nullhipotézis elfogaddsat, vagy elutasitasat
most is adott a € (0, 1) szignifikanciaszinttdl fiiggd megbizhatdsigi intervallum
szerkesztésére vezetjiik vissza.



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

folytatas

® Helyettesitsiik be a x? véltozé alakjaba egyrészt a tapasztalati eloszlast
meghatdrozd {n,-}f-;l abszoldt gyakorisdgokat, masrészt az igaznak feltételezett

k
nullhipotézisbeli {pfo)} elméleti valdszinliségeket is! Az igy kapott
i=1

nj — nng)) 2

mennyiséget a nemparaméteres, illeszkedést ellenérz8 x2-préba értékének
nevezziik.

® Mivel a x? valdsziniiségi valtozé csak nemnegativ értékeket vehet fel, a ra
vonatkozé konfidenciaintervallum alsé végpontjat O-ra, fels6 végpontjat pedig az
1 — « valdsziniiséghez tartozé

2 =il
Xk—1,1—a — sz(kflvl) (1 - Oé)
kvantilisre allithatjuk.
® Amennyiben X% ¢ (0, Xifmfa)' akkor elvetjiik, maskiilonben elfogadjuk a

Ho: pi=p”, i=1,2,...,k nullhipotézist.



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

® Tekintsiink egy példat!

Nemparaméteres y>-préba az exponencidlis eloszlas ellen6rzésére

Adott « € (0,1) szignifikanciaszint mellett alkalmazzuk a nemparaméteres x2-prébat
az ismert X > 0 paraméterii Exp (A)-eloszlas ellenérzésére!

Megoldas

® Az Y ~ Exp (X) valésziniiségi valtozd csak pozitiv értékeket vehet fel.
® Eppen ezért az Y ,jellemz8” osztlyait a
O=xp<x1 <X <...<X,=+00

osztépontrendszer §ltal sziilt [x;_1, x;) részintervallumokkal reprezentdlhatjuk,
ahol i =1,2,... k.

o A feltételezett
Fexp) (X) =1— e, x>0

eloszlasfiiggvény segitségével a null- és alternativ hipotéziseket a



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

Megoldas — folytatas

Ho : pi = P,(O)

= Feyp(n) (Xi) = Fexp(n) (xi—1)
1—e M, =1,
={ e Mi—1_e M 2<i<k-—1,
e~ Mh-1, =k,
illetve a ©)
Hy:3ip €{1,2,...,k}: pj # Py
alakban fogalmazhatjuk meg.

° Alljon most a rendelkezésiinkre az Y valdszinliségi valtozénak egy n-elemii
fiiggetlen {Y; = yj};:l mintavétele! Szamoljuk meg, hogy az {[x,-,l,x,-)}f.‘:1
osztalyok (részintervallumok) hany elemet foglalnak magukba a mintevételi
{yj};:l értékek koziil, vagyis hatdrozzuk meg az osztdlyok {n,—}f‘:1 abszolit
gyakorisagat!



Illeszkedésvizsgalat

Nemparaméteres x2-préba az ismeretlen elméleti eloszlsra

Megoldas — folytatas

® Ekkor mar minden adat ismert a nemparaméteres, illeszkedést ellenérzé x2-préba

NORD)

X = ©
i=1 np;
értékének kiszamitasihoz.
® Ha
X6 < Xi—1,1-a = F)(_zl(k,l_rl) (1—a),

akkor elfogadhatjuk a nullhipotézist, miszerint az adott {yj }1'7:1 mintavételi

értékek valdban Exp (A)-eloszlast kdvetnek, mdaskiildnben elutasitjuk azt az «
kockazati szint mellett.



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )"2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

Paraméteres x?-préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

® Ebben a pontban azt feltételezziik, hogy az ismeretlen eloszldsii Y valésziniiségi

valtozé Fy eloszlasfliggvénye az {ar}le C R ismeretlen alakparaméterektdl is
fligg, azaz az Fy eloszlasfliggvényt az

Fy = Fy(X;al,az,...,ag),XeR
alakban keressiik.

® |lyen esetben az {a,}f:1 alakparaméterekre elébb pontbecslést adunk a
maximume-likelihood médszerével a rendelkezésiinkre all6 fliggetlen mintavétel

alapjan. Jelolje {Er}le a becslilt paramétereket, tovabb3d tekintsiik az Y
valtozénak az

X < Xx1 < ...<Xg
osztépontrendszer 3ltal meghatdrozott {[x,-_l,x,-)}ff:1 osztalyait.
® Ekkor a null- és alternativ hipotéziseket a

Ho : pi :P,(O) = Fo(xi;31,32,...,a¢) — Fo(Xi—1;31,32,...,3¢), i =1,2,... ,k

illetve a ©)
Hy:3ip € {1,2,...,k} : pj ;épl.o

alakban fogalmazhatjuk meg, ahol



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )(2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

folytatas

pi = Fy (xiia1, a,...,a0) — Fy (Xi—1;a1,a2,...,a7) , i=1,2,... k
az ismeretlen eloszlasfiiggvénybdl szdrmazd valdsziniiségeket jeldli.

® Tekintsiik az Y valdsziniiségi valtozénak az n-elemii, fiiggetlen {YJ-}J?:1

mintavételét és hatdrozzuk meg az {[x,-,l,x,-)}ff:1 osztalyok {n,—}f-‘:1 abszolit
k

gyakorisagat (> nj =n, 0 < n; < n)!
i=1

® Haaz {n,—}ff:l abszoldt gyakorisdgokhoz az {N,—}f-‘:1 valészinliségi véltozdkat
tarsitjuk, akkor a

2
2 (N; — np;)
X=) —
le npi

valésziniiségi valtozé x2 (k — £ — 1,1)-eloszldst kdvet, azaz minden becsiilt
paraméter eggyel csokkenti a (4)-es x? (k — 1, 1)-eloszlast valésziniiségi véltozé
szabadsagfokat.



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )(2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

folytatas

® Tehat, a nemparaméteres, illeszkedést ellenérz8 x2-prébéaval szemben egyrészt az
ismeretlen paraméterek maximum-likelihood mddszerrel torténé becslését,
masrészt a becsiilt paraméterek szamdval megegyezd mértékben csokkent
szabadsagfokot emelhetjiik ki eltérésként. Ezt a két kiilonbséget leszamitva, a
paraméteres, illeszkedést ellendrzd x2-préba — adott o € (0, 1) szignifikanciaszint
esetén — teljesen hasonlé |épéseket hajt végre, mint a nemparaméteres valtozata:
ha teljesil a

)2
2 “h = 2 -1
Xo = Z 7(0) < Xk—[—Ll—n = FX2(I<71,'71,1) (1 - OL)
i=1 np;
egyenlStlenség, akkor a nullhipotézist, egyébként az alternativ hipotézist fogadja
el.



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )(2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

® Annak érdekében, hogy az olvasé szamara egyszerii dsszehasonlitdsi alapot
biztositsunk, targyaljuk djra a feltételezett Exp (A)-eloszlds ellenérzését tgy, hogy
eziuttal a A > 0 paramétert ismeretlennek tekintjiik!

Paraméteres Y°-préba az exponenciilis eloszlas ellenérzésére

Adott « € (0,1) szignifikanciaszint mellett alkalmazzuk a paraméteres x2-prébat az
ismeretlen X > 0 paraméterii Exp (\)-eloszlas ellenbrzésérel

Megoldas

® Tudjuk, hogy az Y ~ Exp () valdszinliségi valtozé csak pozitiv értékeket vehet
fel.

® Ezért az Y valtozé osztilyait a
O=xp<x1<x2<...<X, =400

osztépontrendszer ltal meghatsrozott {[x,-,l,x,-)}f.‘:1 részintervallumokkal
azonositjuk.



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )\2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

Megoldas — folytatas

Hy :

Mivel a feltételezett \
Fffxp(/\) (X) =l-e x>0

eloszlasfiiggvény A paraméterét nem ismerjiik, elébb értékére maximum-likelihood
pontbecslést adunk.

Tekintsiik ezért az Y valészinliségi valtozénak egy n-elemii fliggetlen
{YJ = yf};:l mintavételét! Ekkor az 1. feladat alapjan az ismeretlen A paraméter

becslésére a tapasztalati varhaté érték reciprokdt hasznalhatjuk, vagyis:

= T

Yi

o
<=

1

J
Ezért a null- és alternativ hipotéziseket a
1—e ™, =1,
0 T T .
pi = Pf ) = Fewp(x) () =Fep(x) (Xi-1) = e M-l —em M 2< i< k-1,
e~ M1 =k,

illetve a 0
Hi:3ip € {1,2,...,k} : py # P

alakban fogalmazhatjuk meg.



Illeszkedésvizsgalat

Paraméteres )"2—préba az ismeretlen elméleti eloszlasra

Megoldas — folytatas

® Haaz {[x,-_l,x,-)}ff:1 osztalyok (részintervallumok) {n;}ff:1 abszoldt gyakorisagat

is meghatarozzuk, akkor mar minden adat ismert a paraméteres, illeszkedést
ellen8rzé x2-préba

értékének kiszamitdsahoz.
® Amennyiben a
Xp < Xzfz,lfu = F;zl(k_zl) (1-0)
egyenldtlenség teljesiil, akkor elfogadhatjuk a nullhipotézist, miszerint az adott
{yf};:l mintavételi értékek Exp (X)-eloszlést kovetnek, egyébként elutasitjuk

azt az « szignifikanciaszint mellett.



Illeszkedésvizsgalat
Végs6é megjegyzések

Végs6 megjegyzések

® A nemparaméteres, illetve a paraméteres illeszkedésvizsgslé x2-prébak azt
feltételezik, hogy a statisztikai sokasdgon tanulmanyozott kvalitativ, vagy
kvantitativ Y valdsziniiségi valtozé k > 1 darab osztalyat ismerjiuk. A gyakorlati
alkalmazasok esetében viszont altaldban csak egy n-elemii fiiggetlen
{YJ = yj};’:l mintavétel ll a rendelkezésiinkre.

° igy felmeriil a kérdés, hogy hogyan vélaszthatjuk meg az osztdlyokat és mi legyen
azok optimilis szama.

® Amennyiben a nullhipotézisben folytonos eloszlast feltételeziink és egyenld
hosszlisagl osztalyokat szeretnénk eldallitani, akkor az osztdlyok szamat a

k =[1 + log, n]

Sturges-féle kozelité képlet adja, amivel az osztdlyokat meghatarozé
osztépontdkat az

Ymax — Ymin

k b
médon vehetjiik fel, ahol ynin = min {yJ j=12,..., n} és
ymax = max{yj:j=1,2,...,n}.

Xi = Ymin +1 - i=0,1,...,k



Illeszkedésvizsgalat
Végs6é megjegyzések

Végs6 megjegyzések — folytatas

® Ha a nullhipotézisben diszkrét eloszldsra gyanakszunk, akkor az osztdlyokat az
adott mintabdl dsszegylijtott és novekvd sorrendbe rendezett kiilonbozé egész
szamoknak feleltethetjiik meg, vagy dolgozhatunk ugyancsak a fenti Sturges-féle
képlettel tigy, hogy a kapott részintervallumok egésszé kerekitett kozéppontjat
tekintjiik a feltételezett diszkrét eloszlast valdsziniiségi valtozé osztalyainak.

® Ugyeljiink arra, hogy diszkrét eloszlast feltételezve az osztdlyok egész értékii
pontokka ,,zsugorodnak Gssze”, kovetkezésképpen a nullhipotézis dltal igaznak
tartott valdsziniiségeket a feltételezett diszkrét eloszlas eloszlasfliggvényének
. pillanatnyi véltozasdval’, vagyis a relativ gyakorisdg fliggvénnyel hatdrozhatjuk
meg.



Kitlizott feladatok

Lead3si hataridé: 2023. janudr 9-13. (a megfelelé laborérikon)

1. feladat

Ellen&rizzétek az oo = 0.03 szignifikanciaszint mellett, hogy (n = 6,0 = 1)-paraméterii
Pearson-féle x2-eloszlast kdvetnek-e az aldbbi szamok!

5.078
10.074
3.739
2.993
6.987
4.454
4.381
4.171
8.528
14.082
1.823
5.635
3.370
5.758
3.564

1.279
10.230
5.316
4.776
2.821
5.461
11.152
5.404
8.922
4.522
10.886
3.093
3.282
9.549
3.616

2.268
4.751
12.310
7.463
2.146
1.318
1.561
6.311
4.085
5.595
1.884
1.520
1.258
5.893
1.404

7.382
1.959
8.819
6.324
5.640
8.051
4.392
5.063
4.501
9.007
3.883
2.345
6.437
1.724
7.234

3.428
5.659
13.176
2.784
5.336
4.3 00
8.841
3.380
5.208
3.354
5.961
2.563
3.098
11.737
2.894

11.735
9.660
1.580
4.675

10.536
4.479
8.163

15.393
2.098
7.463
3.378
6.801
4.057
4.856
4.616

7.065
4.387
6.317
5.321
2.854
1.681
11.056
1.328
12.286
2.623
2.686
9.627
6.988
4.959
5.170

8.923
4.236
7.266
5.569
12.928
6.725
10.824
10.343
7.205
1.477
5.320
3.539
6.285
1.219
6.971



Kitlizott feladatok

Lead3si hataridé: 2023. janudr 9-13. (a megfelelé laborérikon)

2. feladat

Milyen eloszldstiak az aldbbi szimok és milyen alakparaméterek jellemzik az eloszldst?

0.65 403 3.04 547 090 0.75 181 1.21  0.25
0.97 368 654 155 161 137 5.01 0.01 2091
2.26 1.04 1.08 350 527 9.02 0.38 2.88 0.22
1.63 081 183 543 6.05 036 0.76 3.70 3.83
0.41 13.18 336 153 0.14 156 1.70 2.13 3.40
1.68 562 0.08 7.08 0.22 1.08 2.69 3.38 0.06
2.27 513 0.19 535 025 0.19 0.38 3.31 0.03
3.40 372 18 270 039 7.26 0.80 8.37 3.97
0.10 025 130 0.05 0.09 658 9.96 8.36 1.09
0.52 310 210 6.43 515 092 1.57 0.78 0.34
1.64 0.17 215 037 293 389 6.89 0.74 286
3.81 052 327 353 077 018 0.92 501 1.18
2.96 339 107 236 035 221 082 1272 0.24
9.71 069 481 103 465 395 470 1.72  2.90
4.91 1.37 165 395 048 478 243 3.29 1.27
1.90 1.36 0.10 259 5.69



Kitlizott feladatok
Lead3si hataridé: 2023. janudr 9-13. (a megfelelé laborérikon)

3. feladat

Feljegyezve egy hat oldalii dobdkockaval valé guritdsok eredményét az alabbi
tablazatot kaptak:

Dobott érték || 1 | 2 | 3 | 4|5 | 6
Gyakorisag || 284 | 259 | 241|210 | 238 | 268

Az o = 0.02 szignifikanciaszint mellett dontsétek el, hogy szabdlyos hexaéder alakd
volt-e a haszndlt dobdkocka!

4. feladat

Egy kertészet paldntaneveld részlegén végzett vizsgalat soran feljegyezve az egy
négyzetméteren kikelt csipdspaprika-paldntdk szamat az alabbi Osszesitett tablazatot
kaptak:

Paldntdk szama || 0 |1 | 2 | 3 | 4 | 5 |6 | 7[8|9]10|>11
Gyakorisag || 2486 43|19(6[ 4] 1

Az o = 0.01 szignifikanciaszint mellett dontsétek el, hogy a csipdspaprika-paldantdk
szama Poisson-eloszlast kovet-e!



Tartalmas vakaciét és boldog karacsonyt!

— legyen lGinnep minden pillanatotok —



	Nemparaméteres és paraméteres illeszkedésvizsgálat
	Maximum-likelihood módszer alkalmazása
	Nemparaméteres khi-négyzet próba az ismeretlen elméleti eloszlásra
	Paraméteres khi-négyzet próba az ismeretlen elméleti eloszlásra
	Végső megjegyzések

	Kitűzött feladatok
	Tartalmas vakációt és boldog karácsonyt!

